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   조별 성찰 노트

과 목 명 수학적 모델링 입문 조 -

작성자 김경원 날  짜 2009. 12. 9

학습문제  수학적 모델링 입문

 1. 이번 학기에 수행한 활동내용은 무엇이었나? (학습목표)

  수학적 모델링의 기초에 대하여 학습하고, 배운 지식을 토대로 각자 자신의 연구내용을 설정하고 

  진행시킴이 학습목표였다.

 2. 조는 어떤 방법을 통해서 학습하였는가? (학습방법 및 자료)

  수업시간을 통하여 각 모델에 대한 내용을 학습한 후에 그 모델을 엑셀을 통하여 실습해본 후

  보다 나은 모델을 만들어 보기 위해 노력하였다. 대부분의 수업은 프리젠테이션 및 엑셀실습으로

  진행되어서 학습을 하는데에 큰 무리가 없었으며 활용된 학습자료는 pdf, ppt, excel, java등이 

  활용되었다. 또한 엑셀을 통한 의미있는 모델링을 위해 노력하였다. 그 결과 수학교육에서 활용할

  수 있는 범용적인 그래퍼를 만드는 것이 목표였다.

 3. 이번 학기에 과제를 수행하면서 가장 문제가 되었던 점은 무엇이고 이 문제를 해결하기 

    위하여 어떤 노력을 하였나?

  이번 학기에 각자의 과제를 수행하면서 가장 문제가 되었던 점은 조원들간에 의사소통이 

  부족했던 것이 가장 큰 문제점이 아닌가 생각된다. 서로간의 정보교류가 부족한 것이 문제였던 

  것 같다. 이를 해결하기 위해서는 상대의 과제에 관심을 갖고 여러 가지 생각을 해보며, 

  서로 간에 대화의 양을 늘리고 했어야 했는데 아쉬움이 남는다.

  엑셀 그래퍼를 만들면서도 많은 문제점이 있었다. 대부분이 프로그램 알고리즘과 관련된 

  문제였다. 그리고 실제로 그래퍼 프로그램에 여러 가지 문제점이 있었지만, 팀원들의 

  코멘트에 많은 문제점을 쉽게 파악하고 고칠 수 있었다.

 4. 향후 수행할 활동내용은 무엇인가?

  지금까지 만들어 놓은 엑셀 그래퍼 및 입시상담을 위한 AHP 모델링등을 가지고, 좀 더 부족한 부분을

  추가해 가며 최종적으로는 완벽한 모델이 될 수 있도록 준비할 것이다.

  엑셀 그래퍼를 가지고 실제 중등교육 뿐만 아니라 대학 고등교육에서 활용될 수 있도록 교육적인 

  의미를 부각시켜 그 기능을 확장시켜 나갈 것이다.



과 목 명 수학적 모델링 입문 조 -

이  름 김경원 날  짜 2009. 12. 9

학습문제  수학적 모델링 입문

자기 점검표

활동(Activity) Excellent Good Fair

1. 나는 문제해결에 필요한 아이디어와 사실들을 생성하는데 기여하였다. ○

2. 나는 학습과 관련된 학습과제(Learning issue:더 알아야 할 사실들)들을 

제안하였다.
○

3. 나는 개인학습을 할 때 다양한 학습 자료를 사용하였다. ○

4. 나는 새로운 정보와 지식제공에 기여하였다. ○

5. 나는 토의에 적극적으로 참여하였고 토의의 촉진과 이해를 위한 적절한 

질문을 많이 제공하였다.
○

6. 나는 우리 조가 원활한 조활동을 하는데 기여하였다. ○

 1. 나는 지금 수행되고 있는 과제의 진행내용을 이해하고 있는가?

 [학기초에는 Mathematical modeling with excel 책에 있는 내용을 위주로 공부를 시작해 나갔다.

  그리고 나서, 학기 중반이 지난 후에는 실제 관심있는 모델(지하철모델, 입시상담모델, 엑셀그래퍼)

  에 관심을 갖고 집중적으로 연구할 수 있었다.]

  1) 피보나치 수와 관련된 모델 

 

   - 피보나치 수와 황금비

     에서 두 연속되는 피보나치 수의 비율을 





 라고 한다면, 

   








 이다.

   다시 말하면, 


 로 나타낼 수 있고, 





 이다.

   따라서,    이 되고, 일반적인 피보나치 수의 비율은 양수이므로 

   


≈ 가 된다.

   - 피보나치 수의 행렬에서의 의미

            ∈ 의 원소 은 다음과 같은 식을 만족한다.

   


 


 

 




 









 









 





, 


 


 

 




 








 


 

 




 









 









 






   


 


 

 




 









 





, 


 


 

 




 









 





.

   피보나치 수의 각 항의 비율()을 구하기 위하여, 만약 



 










 





 라고 한다면,
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   


 


 

 




 








 


 

 




 





 이고, 



 


 

 



 







 


 

 



 




이다.

   또한, 충분히 큰 에 대하여 는 


 


 

 
의 가장 큰 고유값이 된다. 

   즉, 


 


 

 
의 두 고유값은 


와 


이 되고, 이 중 큰 고유값인 


≈ 

   이 된다.

   - 피보나치 수의 엑셀에서의 구현 

   

   - 피보나치 수의 확장

   다음과 같은 항등식을 통해 피보나치 수를 음의 정수까지 확장시킬 수 있다.

      

   

              
13 -8 5 -3 2 -1 1 0 1 1 2 3 5 8 13

   아래 그림을 살펴보면 재미있게도 음의 정수에 대응하는 피보나치 수의 항들은 양의 값과 음의 

   값이 차례대로 반복되어 나타남을 알 수 있으며, 또한 항이 커질수록 그 비율은 


이 아닌

   


로 수렴해가는 것을 살펴볼 수 있다.



   

   - 피보나치 수의 변형

   피보나치 수에서, 그 항등식을 다음과 같이 변형시켰을 때, 

    ,  ,    ∈ 

   은 다음과 같은 식을 만족한다.

   


 


 

 




 









 









 





, 


 


 

 




 








 


 

 




 









 









 






   


 


 

 




 









 





, 


 


 

 




 









 





.

   본 수열의 항의 비율()을 구하기 위하여, 만약 



 










 





 라고 한다면, 

   


 


 

 




 








 


 

 




 





 이고, 



 


 

 



 






 


 

 



 




이다.

   또한, 충분히 큰 에 대하여 는 


 


 

 
의 가장 큰 고유값이 된다. 

   즉, 


 


 

 
의 두 고유값은 

 
와 

  
이 되고, 이 중 큰 고유값인 

   

 
는 충분히 큰 에 대한 각 항의 비율이 된다.

   다음 그림과 같이 비율 는 Gershgorin Circle Theorem을 통하여 그 범위를 예측할 수 있는데 

   값이 커질수록 비율의 범위가 늘어남을 알 수 있으며, 값이 커질수록 비율의 크기가 커지는 

   것을 알 수 있다.



   

 

   - Rabbit Pairs

   

   규칙은 다음과 같다. 

    1. 어린토끼는 한 주기가 지나면 어른토끼가 된다.

    2. 어른토끼는 매 주기마다 k배의 어린토끼를 낳는다.

    3. 어른토끼는 n주기가 지나면 죽는다.

   위와 같은 규칙을 지키면서 토끼의 수를 관찰해 보았을 때, 우리는 재미있는 수의 배열을 살필 수 

   있다. 특히, n=infinite, k=1일 때 (즉, 토끼는 죽지 않고, 어른토끼는 매 주기마다 1:1의 어른토끼를 

   낳는다고 가정할 때) 토끼의 수는 위의 그림과 같이 피보나치 수가 된다.



  2) Growth model과 관련된 모델

 

   - 꽃의 개체수 증가 모델

   규칙은 다음과 같다.

    1. 씨앗은 1:1로 꽃이 된다.

    2. 모든 꽃은 가을에 K%로 씨앗을 남기며 죽는다.

    3. 분류되지 않은 씨앗은 겨울초에 P1% 생존율의 영향을 받는다.

    4. x2형태의 씨앗은 겨울초에 P2% 생존율의 영향을 받는다.

    5. 씨앗은 겨울말에 2가지 형태로 분류가 된다.

   위와 같은 규칙을 가지고 매 계절별 꽃의 개체수를 예측해 보면 다음과 같다.

   

   첫 꽃을 심고 난 후, 초반에는 씨앗의 잠복기 때문에 꽃의 개체수가 잠시 감소하는 듯 보이지만 그 

   이후에는 기하급수적으로 개체수가 늘어남을 알 수 있다. 하지만 각 변수가 조정되면서 그 개체수가 

   일정값에 수렴할 수도 혹은 줄어들 수도 있다.



   - Exponential Growth Model 과 Logistic Growth Model

   

   



   

   Mathematical Modeling with Excel을 통하여 배운 내용을 위와 같이 엑셀을 통해 다시 공부해 보았다.

   실제로 Exponential Growth Model은 개체수의 제한이 없기 때문에 시간이 흐를수록 기하급수적으로 

   증가하게 되므로, 실제 인구증가모델로써 효용성이 크게 떨어진다. 이를 보완한 모델이 Logistic 

   Growth Model로 각 시간대별 점유율을 인구증가량에 적용시켜, 인구수가 처음에는 빠르게 증가하지만 

   일정시간 이후에는 인구증가량이 감소하면서, 수용용량에 가까워지게 된다.

 2. 어떤 방법을 통해서 학습하였는가? (학습방법 및 자료)

  수업시간을 통하여 각 모델에 대한 내용을 학습한 후에 그 모델을 엑셀을 통하여 실습해본 후

  보다 나은 모델을 만들어 보기 위해 노력하였다. 대부분의 수업은 프리젠테이션 및 엑셀실습으로

  진행되어서 학습을 하는데에 큰 무리가 없었으며 활용된 학습자료는 pdf, ppt, excel, java등이 

  활용되었다. 또한 엑셀을 통한 의미있는 모델링을 위해 노력하였다. 그 결과 수학교육에서 활용할

  수 있는 범용적인 그래퍼를 만드는 것이 목표였다. 또한 학기말에는 이번 2010년 입시에 맞춰서 

  활용될 수 있는 입시상담 관련 AHP모델을 만드는 것이 목표였다.

 3. 이번 학습활동을 통하여 무엇을 배웠나?

 

   나는 ‘수학적 모델링 입문’이라는 수업을 통하여 한 학기동안 그 동안 부족했던 기본적인 수학적 

   모델링의 기초들을 배우고 탄탄한 기초를 바탕으로 실제 연구에 그 지식들을 활용할 수 있었다.

   또한 각 조원들의 코멘트를 통하여 만들었던 모델들의 문제점 및 부족한 점을 쉽게 깨닳을 수 

   있었고 나에게 많은 도움이 되었다. 그리고 그동안은 선형모델에만 국한하여 공부를 해왔었는데

   이번 강의를 통하여 여러 비선형 모델에도 관심을 갖게 되었고, 그동안 크게 사용하지 않았던

   Curve-Fitting이나, 여러 툴을 다루는데에도 많은 공부를 할 수 있어서 실력향상에 큰 도움이 되었다.

 4. 다른 동료들로부터 무엇을 배웠는가?

  

  1) 고래영 : 피보나치 수열을 일반화 시키면서 여러 가지로 분석하는데 많은 도움이 되었다.

   - 일반화시킨 피보나치수의 엑셀을 통한 모델을 배울 수 있었다. 특히 피보나치 항등식의 항이

     한 개씩 늘어날 때에 각 항의 비율이 가져오는 규칙을 배울 수 있었다.

   - 피보나치 수열을 앞의 두 개의 항의 합으로 그 다음 항의 값을 구했던 것을 앞의 세 개의 항의 

     합으로 값을 구하도록 변형해 보면서, 각 항마다 변수를 갖도록 바꾸어 보았다. 

     즉,  ,  ,  ,    의 형태로 정리하여 

     보아도, 여전히 증가율은 한 값으로 수렴함을 확인 할 수 있다.

( ,  ,  일 경우)



     이 피보나치 수열의 일반 항을 구해 보면, 











  
  
  

라는 일반항을 구할 수 있고, 이 행렬의

     eigenvalue의 값을 구하기 위하여 Power Method를 사용하여 이 행렬의 최대 eigenvalue를 구해 

     볼 수 있다. 위의 표와 같은 경우에 대하여는 eigenvalue가 약 2.358487455임을 알 수 있다. 

     같은 방법으로 4개, 5개, 그 이상으로도 확대 할 수 있겠지만, 역시 증가율은 일반 행렬의 

     eigenvalue로 수렴할 것이라는 것을 예상 할 수 있다.

     여기서 eigenvalue를 구하다 알게 된 사항이지만, A









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이와 같은 × 행렬, 

     혹은 그 이상의 정사각 행렬에서 eigenvalue를 구하기 위하여 power method를 사용해 보면, 

     A
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     즉, 보다 알아보기 쉽게 표현 해 보자면,

     만약, A
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 라고 한다면,
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의 형태로 변해감을 알 수 있다.

     여기서 power method의 정의에 의하여 eigenvalue의 값은, 
 




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 라고 하면, 
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이

     eigenvalue가 됨을 알 수 있다. 



  2) 오영일 : 추석 대이동과 H1N1바이러스에 대한 SIR모델을 통하여 엑셀을 통한 비선형 모델을 

             쉽게 이해할 수 있었다.

   - 현재 H1N1바이러스와 관련하여 많은 사람들이 관심을 갖고 있다. 또한 이 바이러스는 호흡기를

     통하여 전염이 되기 때문에, 이번 추석명절을 통한 사람들의 대이동 또한 H1N1바이러스의 확산에 

     많은 영향을 줄 것이다. 이와 관련하여 오영일학생이 연구하는 H1N1바이러스에 대한 SIR모델은 

     현재 실생활에 접목시킬 수 있는 하나의 모델로써 많은 관심이 가게 되었다. 

   - H1N1

    a) 호흡기 질환의 원인 바이러스

    b) 사람간의 비밀감염

    c) 증상 : 발열, 콧물, 기침

    d) 증상발현 후 7일까지 전염이 가능

    e) 잠복기는 1~7일 사이로 추정

    f) 증상 소멸될 때 까지 전염력 있음

   - 추측 : 추석기간 전후의 신종플루 확진환자 변화에 대하여 추석기간 전후의 contact rate의 변화

            관찰해보면 높아질 것이다. 따라서 신종플루 감염환자가 확산될 수 있으므로, 이와 관련된

            모델을 만들 수 있다.

   



   

   

  3) 이미현 : ‘가시박’에서 시작한 씨앗의 휴면성과 식물 개체수에 관한 연구를 통하여 실제 생물학과 

              관련된 내용을 Growth Model에 적용시킨 것이 매우 흥미로웠다. 하지만 개인적인 

              사정으로 끝까지 마무리를 시키지 못한 점에 있어서 아쉬움이 남는다.

   - 이미현 학생이 발표한 [한강변 점령한 ‘식물계 황소개구리’ 가시박]에 대한 기사내용과 가시박의 

     씨앗의 휴면성에 관한 내용은 교재에서만 봤던 씨앗의 휴면성과 관련된 내용이 실제 생활문제에 

     정확하게 부합된 내용으로 많은 학습이 되었던 내용이었다.

   - [한강변 점령한 ‘식물계 황소개구리’ 가시박] 기사 전문 

   요즘 경기도 여주군의 남한강변을 따라가다 보면, 거대한 마른 덩굴이 높은 나무 위까지 거미줄

   처럼 뒤덮고 있는 모습을 쉽게 볼 수 있다. 외래식물 가시박이 만든 이 낯선 경관을 주민들은 

   “쥐라기 공원”이라고 부른다. 



   토종식물을 위협하고 있는 가시박이 불과 10여년만에 무서운 기세로 한강변을 점령할 수 있었던 

   것은 홍수를 이용한 번식 전략 때문인 것으로 밝혀졌다. 

   국립환경과학원은 2005년과 지난해 전국 가시박의 확산실태를 조사한 결과를 분석해 이런 결론을 

   얻었다고 26일 밝혔다. 

   가시박은 미국 원산의 일년생 박과 식물로 1990년대 호박의 연작피해를 막기 위한 접붙이기 

   밑나무용으로 도입했으나 자연으로 번져 심각한 생태계 피해를 입히고 있다. 칡넝쿨처럼 덩굴로 

   다른 식물을 타고 오른 뒤 호박잎 같은 무성한 잎으로 햇빛을 80%까지 가려 식물을 말라죽게 

   한다. 

   연구팀은 가시박의 초기 정착지인 한강 상류의 춘천과 충주에서 한강 하류와 서해안까지 

   폭발적으로 퍼져 나간 현상에 주목했다. 

   한강변 가시박은 춘천, 팔당호, 충주, 섬강, 양평에서 서울의 올림픽공원, 한강공원 잠원지구, 

   여의도 샛강생태공원, 밤섬, 강서습지 등을 거쳐 인천과 강화도로 번져나갔다. 

   특히 큰 비가 온 이듬해에 가시박의 분포지가 강변을 따라 크게 확대되는 것으로 드러났다. 지난해 

   가시박이 크게 번진 것은 2006년 춘천, 충주, 서울 등에 800㎜가 넘는 비가 쏟아진 것과 관련이

   있다. 연구팀은 낙동강과 달리 한강변에서 가시박의 확산 속도가 빠른 것은 지난 10년 사이 

   2~3차례 큰 비가 내렸기 때문으로 분석했다. 

   가시박이 홍수를 번식 전략으로 삼는 것은 씨앗의 특성 때문이다. 이 외래식물은 개체당 150~

   200개의 가시로 뒤덮인 열매를 맺는데, 열매 안에는 20~30개의 직경 0.9㎝인 동전 모양의 씨앗이

   들어있다. 한 개체에 최고 6천개의 씨앗이 달린다. 바람에 날리기에는 무거운 이 씨앗이 땅에 묻혀

   있다가 홍수가 나면 토사와 함께 하류로 쓸려나간다. 

   가시박은 그 해 영근 씨앗이 싹틀 확률이 5%에도 미치지 않을 정도로 ‘휴면성’이 높다. 

   연구팀의 길지현 박사는 “땅속에 묻혀 있다가 조건이 맞는 때를 기다리는 전략”이라며 “최고 60년

   까지도 휴면 상태에서 싹틀 기회를 노리기 때문에 한번 가시박이 들어오면 완전히 없애기는 매우 

   힘들다”고 설명했다. 

   국립환경과학원이 지난해까지 조사한 주요 가시박 분포지는 춘천 50만㎡, 청주 30만㎡, 안동 

   20만㎡, 원주(섬강) 10만㎡ 등이다. 이밖에도 밤섬 9만㎡, 강서습지 5만㎡, 여의도 샛강 1만㎡ 

   등에도 가시박이 많으며, 나주, 속초, 인천, 강화도 등 전국으로 퍼지는 추세를 보이고 있다. 

   (조홍섭 환경전문기자 ecothink@hani.co.kr )

   - 추측 : 시간이 지남에 따라 이 식물이 차지하게 될 면적은 어떻게 될까?

   - 씨앗은 60년까지 휴면 가능. 발아율은 씨앗의 나이에만 의존(온도, 습도 등 무시), 

     점점 감소 (모델을 단순화하려고) 

   - 개체수 : P(n+1) = σP(n)γχ₁+ σ²(1-χ₁)P(n-1)γχ₂+ σ³(1-χ₁)(1-χ₂)P(n-2)γχ₃

                       + σ⁴(1-χ₁)(1-χ₂)(1-χ₃)P(n-3)γχ₄+ ······

   - 식물 1개의 면적은 12cm⨯12cm⨯π (잎의 평균 지름이 12cm라고함.)     



   

 5. 새롭게 배운 내용을 실제 생활에 어떻게 적용할 것인가?

  

  수업시간을 통해 배운 수학적 모델링을 통하여 실제 생활에서 여러 상황에 대한 예측을 할 수 있다.

  예를들면, SIR모델을 통한 전염병의 확산에 대한 조치, 여러 선형모델을 통한 미래에 대한 예측은 

  좀 더 나은 의사결정에 도움을 줄 것이다.

  또한 엑셀을 통한 모델링 내용들은 실제 업무에 쉽게 적용시켜서, 보다 더 효율적인 업무효과를 

  이끌어 낼 수 있을 것이다.

 6. 조활동에서 자신의 역할과 기여도에 대한 평가(자신의 활동에 점수를 주고 그 이유를 적으세요.)

  개인활동이므로, 기여도는 100%이고, 자체평가는 A+정도의 점수를 주고 싶다. 그 이유로는

  그동안 목표로 해왔던 모델들 중 두 가지의 모델(엑셀 그래퍼, 입시상담을 위한 AHP모델)을 

  끝까지 마무리 할 수 있다는 점이다. 향후에는 위 모델을 논문으로 Publish할 수 있도록 글로써

  남길 것이다.

 7. 각 조원에 대한 평가(조원 각각의 활동에 점수를 주고 그 이유를 적으세요.)

  1) 고래영 : [A] 제대로된 연구주제를 설정하지 못해서 남에게 보여줄 수 있는 결과를 내지 못한점이

              매우 아쉽다. 하지만 다른 조원들의 연구내용에 관심을 갖고 많은 의견제시를 해 주었고, 

              그 결과 다른 조원들의 연구에 있어서 많은 진척이 있었다.

  2) 오영일 : [A+] 많은 시간에 걸쳐 다른 조원들에 대한 연구내용에 많은 관심을 보이고, 그에 대한 

              조언을 아끼지 않았다. 발표 내용 또한 많은 사람들이 현재 많은 관심을 갖고 있는 

              신종플루 확산에 대한 모델링을 준비함으로써 실제 현상에 많은 관심을 가지고 있는

              것으로 판단된다. 그리고 마지막에 했던 projectile 모델은 상당히 의미있는 모델로써 

              오영일군의 능력 및 성실성을 체감할 수 있었다.

  3) 이미현 : [C] 가시박과 같은 실생활과 연관된 의미있는 연구주제를 생각하고, 그에 대한 학습열의

              또한 대단하였지만, 개인사정으로 중간에 그만둬서 정말 아쉽다.



[Form 6]

자 기 평 가

과 목 명 수학적 모델링 입문 조 -

이  름 김경원 전 공 수학전공

평가항목
전혀

아니다
아니다

약간

아니다

약간

그렇다
그렇다

매우

그렇다

1. 출석 및 시간을 지켰다. ○

2. 토론에 적극적으로 참여하였다. ○

3. 토의내용에 적합한 질문과 응답을 하였다. ○

4. 동료에게 도움에 되는 지식과 정보를 제공하였다. ○

5. 다른 동료의 의견을 존중하였다. ○

6. 분임토론의 조직․운영 및 의견수렴과정에 긍정적으로 기여

하였다.
○

7. 또 다른 기회가 있다면, 내가 속한 조의 과반수이상이 나와 

같은 조에서 활동을 하고 싶어 한다. 
○

   [의견]

  ▶ 자체평가에 따른 잘한점

    - 수학적 모델링의 개념과 적용할 수 있는 여러 영역에 대하여 학습함과 동시에 현재 연구하고 

      있는 내용에 적합한 내용이 없는지 깊게 생각하였다. 또한 그 내용들에 대하여 현재 배우고 

      있는 여러 수학내용들을 접목시켜 좀 더 심화된 내용을 구성하도록 노력하였다. 

      그리고 끝까지 그 목표로 했던 내용들의 마무리를 잘 지을 수 있었다.

 



과 목 명 수학적 모델링 입문

조 -

피평가자(동료) 이름 오영일

평가자(작성자) 이름 김경원

평가항목
전혀

아니다
아니다

약간

아니다

약간

그렇다
그렇다

매우

그렇다

1. 출석 및 시간을 지켰다. ○

2. 토론에 적극적으로 참여하였다. ○

3. 토의내용에 적합한 질문과 응답을 하였다. ○

4. 동료에게 도움에 되는 지식과 정보를 제공하였다. ○

5. 다른 동료의 의견을 존중하였다. ○

6. 분임토론의 조직․운영 및 의견수렴과정에 긍정적

으로 기여하였다.
○

7. 또 다른 기회가 있다면 같은 조에서 활동을 하고 

싶다.
○

  [의견]

     ▶ 자체평가중 잘한점

       - 많은 시간에 걸쳐 다른 조원들에 대한 연구내용에 많은 관심을 보이고, 그에 대한 조언을

         아끼지 않았다. 

       - 발표 내용 또한 많은 사람들이 현재 많은 관심을 갖고 있는 신종플루 확산에 대한 

         SIR모델을 완벽하게 구현해 내었고, 마지막까지 연구했던 Projectile 모델은 계속 연구해

         나간다면 향후 큰 의미가 있을 것이다.

 동 료 평 가



                       평가내용
           평가
 매우

긍정
긍정 보통 부정

배우

부정

1. 수업에 적극적으로 참여하였다. ○

2. 교수(또는 튜터)는 학생들의 능력을 충분히 발휘하도록 도와주었다. ○

3. 이 과정을 통하여 통해서 새로운 지식을 획득하였고 지식수준이 향  

  상되었다.
○

4. 이 과정을 통하여 추론기술을 향상하였다. ○

5. 이과정을 통하여 자기주도적 학습기술을 습득하였다. ○

6. 이 과정을 통하여 문제해결기술을 습득하였다. ○

7. 이 과정을 통하여 팀운영기술을 습득하였다. ○

8. 이 과정을 통하여 전문성이 향상되었다. ○

9. 이 과정은 실제 작업상황과 유사하였다. ○

10. 평가 방법이 공정하였다. ○

11. 문제해결을 하면서 학습주제를 더 잘 알게 되었다. ○

12. 학습과정에서 학습주제와 관련한 활발한 의사소통이 이루어졌다. ○

13. 학습결과는 문제해결절차를 통해서 산출되었다. ○

14 전반적으로 나는 PBL 방식의 수업이 효과적이라고 생각한다. ○

15. PBL 방식의 수업에 또 참여하고 싶다. ○

[Form 8]

 PBL 반응평가(학생용)

  16. 이 수업의 장점은 무엇이라고 생각합니까?

  수학적 모델링 수업의 장점은 단지 학문적으로 배웠던 내용들을 실제 생활에 적용시켜나가면서 새로운 

  모델을 만들어내고 또한 그 과정에서 또 다른 새로운 지식을 스스로 학습할 수 있는 것이라 생각한다.

  또한 과제를 진행 시키는데 여러 가지 전공을 가진 사람들끼리 모여 지식을 공유하고, 자신의 노하우를

  공유할 수 있는 수업이기 때문에 단순한 전공과목을 벗어난 종합된 여러 학문의 지식을 쉽게 얻을 수 있는

  것이 수학적 모델링 수업의 큰 장점이라고 생각한다.

  17. 이 수업에서 보완해야 할 점은 무엇이라고 생각합니까?

  PBL수업은 과제에 대한 개인의 활동들을 전부 보여주다 보니 실제 주어진 수업시간 안에 모든 것을 보여주

기가 매우 어렵다. 따라서 매주 각 시간의 수업시간이 적다보니 자신의 의견을 공유할 시간과 자신이 준비

한 내용을 충분히 발표할 수 있는 시간이 부족하게 된다. 따라서 이 문제점을 해결하기 위해서는 각 조원 

스스로 자신의 생각을 제시하고, 다른 사람의 의견에 대한 보충된 의견을 제시 할 수 있는 능동적이고 적극

적인 수업의 분위기가 되어야 할 것이다.



[기타 자료]

1. 휴면성이 있는 씨앗에 대한 꽃의 개체수 변화 모델



2. 증가율, 수용용량, 배율에 관계된 Growth Model

3. Fibonacci number와 관련된 Rabbit pairs의 일반화



4. Markov Process와 인구유동문제

 1) 주제 : 각 마을간의 인구유동 문제

 2) 목표 : 각 마을간의 인구유동 인원수의 비율조정을 통해 미래 도시의 인원수를 예측할 수 있다.

 3) 설정

  - A 마을 초기 인원수 : x
  - B 마을 초기 인원수 : y
  - A마을에서 B마을로 이전하는 인원수 비율 : %

  - B마을에서 A마을로 이전하는 인원수 비율 : %

  

 4) 분석

기간(년 후) A마을 인원수 B마을 인원수

 xn yn
   xn yn xn  yn

각 년도에 따른 각 마을의 인원수는 위와 같이 정의 할 수 있으며, 이는 아래와 같이 행렬간의 곱으로 나타낼 

수 있다.



 


  

  




 


xnyn 




 


xn  yn  

여기에서  년후의 각 마을의 인원수는 아래와 같이 구할 수 있다.



 


  

  




 


xn  yn  





 


xn  yn  



 


  

  


 


  

  




 


xnyn 




 


xn  yn  



 


  

  




 


xnyn 




 


xn  yn  

따라서 우리는 각 마을의 초기인원수에 대하여 년후의 각 마을의 인원수를 다음과 같은 행렬의 곱으로 구할 

수 있다.



 


  

  




 


xy 




 


xnyn

여기에서 우리는 Markov Process를 통하여 여러 해 후의 각 마을의 인원수를 구할 수 있다. 행렬 



 


  

  
를 로 놓는다면, 행렬 는   인 Stochastic행렬이기 때문에 가장 큰 고유값은 1이 되고, 

그에 대응하는 고유벡터가 존재한다. 정규화 시킨 고유벡터는 여러 해 후의 각 마을의 인원수 비율이 되고 

이를 아용하여 다음과 같이 인원수를 구할 수 있다.



     



 


 

  


 


xy  


 






x y 이므로, 


 


xy 










t


 t ≈

















, 단 ∈R 

여러 해 후의 A마을의 인원수를 xm이라 하고, B마을의 인원수를 ym라 한다면 다음과 같다.




 


xmym ≈x y 


















5. 구글 행렬(Google Matrix)의 지하철에서의 적용

 구글 행렬(Google Matrix)은 실제 지하철 노선에도 적용시켜 각 역에서의 지하철 정차시간을 예측하는데 

활용될 수 있다. 실제 각 역에 출입하는 인원수는 제한된 너비의 지하철 입구를 통과하는데 걸리는 시간

과 밀접한 관계를 가지고 있으며, 이는 각 역에서의 지하철 정차시간과 어느 정도 비례하게 된다. 따라서 

각 지하철역 출입 인원수 통계 및 노선의 배열을 통하여 아래와 같은 식을 통해 각 역에서의 지하철 정

차시간을 예측할 수 있다.

 

− ≤≤,

v v v  ∥v∥

 여기에서 위 식을 구글 검색엔진에서 활용하는 내용과 비교해보면, 는 각 역에 출입하는 인원수 통계

를 기반으로 한 각 역의 자체중요도가 되고, 는 지하철 노선의 배열을 통해 얻을 수 있는 Stochastic 

Matrix이다. 또한 이를 통해 구해진 행렬 을 통하여 각 역의 실제 중요도, 즉 최종적으로 지하철역간의 

지하철 정차시간를 예측할 수 있는데 이와 직접적으로 관련된 벡터가 페론 벡터(Perron vector) v이다.

 각 역의 출입 인원 수는 2008년 10월 승하차 인원수를 활용하였다. 전체 384개의 역1)을 대상으로 연구

를 진행하였으며, 이와 관련된 자료는 다음 표와 같다.

지하철역 승차 인원수 하차 인원수 합계

가능 10,387 10,010 20,397

가락시장 10,980 11,881 22,861

가산디지털단지 47,010 49,262 96,272

간석 7,335 6,969 14,304

간석오거리 8,806 8,476 17,282

갈산 9,223 8,305 17,528

강남 95,497 100,450 195,947

- - - -

회현 31,401 33,288 64,689

효창공원앞 8,640 8,317 16,957

[표] 각 지하철역의 승하차 인원수 (2008년 10월 기준)

 여기에서 승하차 인원수2)의 합계를 각 지하철역의 자체중요도로 정의하였으며, 이는 각 역의 유입인원

과 밀접한 관계가 있다. 

 또한 지하철 노선의 배열을 통해 얻을 수 있는 Stochastic Matrix는 크기가 384인 정사각행렬이다. 본 

행렬의 기본구조는 다음과 같다.

1) 2008년 10월 기준 수도권 지하철 384개의 역을 대상으로 연구를 진행하였으며, 이는 1호선~8호선, 중앙선, 인천1호선, 분당선이 포함된 자료

이다. 또한 공항철도에 대한 승하차 인원수는 자료의 신뢰성이 부족하여 본 논문에서 제외하였다.

2) 각 지하철 공사별로 공시되어있는 자료를 기반으로 작성되었으므로, 신뢰성이 있는 자료이다.



[그림 4] 지하철 노선 (예)

 위 그림을 살펴보면, 사당역은 4개의 역과 인접해 있고 그 외의 다른 역들은 사당역으로만 연결이 되어

있으므로 아래 표와 같이 나타낼 수 있고, 다음과 같은 Stochastic Matrix로 작성될 수 있다.

구분 총신대입구 사당 남태령 낙성대 방배

총신대입구 1/5 1/4 1/5 1/5 1/5

사당 1/5 0 1/5 1/5 1/5

남태령 1/5 1/4 1/5 1/5 1/5

낙성대 1/5 1/4 1/5 1/5 1/5

방배 1/5 1/4 1/5 1/5 1/5

[표 4] Column Stochastic Matrix













    
    
    
    
    

 이와 같이 실제 384개역의 인접된 지하철역의 수를 파악하여 수도권 전체 지하철 노선의 배열을 이용한 

Stochastic Matrix를 만들 수 있다.

지하철역 인접역수

가능 2

가락시장 2

가산디지털단지 4

간석 2

간석오거리 2

갈산 2

강남 2

- -

회현 2

효창공원앞 2

[표 5] 각 지하철역의 인접역 수

 우리는 위에 나열한 지하철역의 자체중요도()와 수도권 전체 지하철 노선의 배열을 이용한 Stochastic 



Matrix()를 이용하고, 적당한 상수 값  ≤≤ 을 포함하여 구글 행렬()을 구할 수 있고, 그

에 대응하는 페론 벡터 v를 구할 수 있다. 이는 지하철역의 노선 관계와 각 역의 자체 중요도를 적용 시

킨 각 지하철역의 실제 중요도가 된다. 즉 그 중요도의 차이는 지하철역에서의 지하철이 머무는 정차시간

과도 밀접한 관계가 있기 때문에 다음과 같은 자료를 토대로 합리적인 시간 간격을 설정하여 지하철을 

운행 할 수 있을 것이다.

 아래 그림은 을 적용시켜 얻을 수 있는, 상위 20개의 역에 대한 중요도 이다. 값이 비교적 

작기 때문에 노선의 중첩보다는 자체중요도가 큰 역인 강남, 잠실역등의 중요도가 크게 나옴을 살필 수 

있다.

[그림 5] 상위 20개 역에 대한 중요도 ()

 또한 을 적용시켜 얻은 자료를 살펴보면, 이번에는 값이 비교적 크기 때문에 각 지하철역의 

중요도를 결정시 노선의 중첩의 영향이 크게 반영되어 종로3가, 교대역 등의 중요도가 크게 나옴을 알 

수 있다.



[그림 6] 상위 20개 역에 대한 중요도 ()

 이와 같이 각 역에 출입하는 인원수만을 가지고 지하철역에 중요도를 판단하기 보다는 본 모델에 적당

한 값을 적용시켜 인원의 흐름을 고려한 실제 지하철역의 중요도를 산출 할 수 있다는 점에서, 구글 

행렬의 지하철역에서의 적용은 큰 의미가 있다.



6. 수학교육에서의 엑셀 그래퍼의 활용

 1) Excel-Grapher with parameters

  - a, b, c, d 4개의 변수를 두고 두 개의 그래프를 동시에 그려 여러 가지의 함수의 개형을 쉽고 정확

하게, 확인 할 수 있는 엑셀 그래퍼이다. 장점으로는 a, b, c, d 4가지의 변수를 이용하여 그려진 그래프

의 일차변환을 손쉽게 확인할 수 있으며, 그에 따른 함수의 특징을 좀 더 시각적으로 쉽게 기억할 수 있

다. 그리고 “그래프 저장” 버튼을 통하여 아래와 같이 손쉽게 그래프를 각종 워드 문서에 붙여넣을 수 있

다. 이는 본 그래퍼를 사용하는 학생들간의 의사전달에 많은 도움이 될 것으로 판단된다.
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  - 하지만, 엑셀 그래퍼는 함수를 표현하는데 있어서 여러 가지 제한점도 가지고 있다. 예를 들면 정의

역이 정해져 있는 log함수나 square root함수 같은 경우는 서로 간에 logic이 충돌되어 하나의 그래퍼로 

이 두 가지를 제대로 표현할 수가 없었다. 따라서 그래퍼를 두가지로 만들었다. (log함수 전용 그래프 따

로 추가)

 2) Excel-Grapher with a composition ft.



  - 두 함수의 합성함수를 여러 가지 기능을 통하여 쉽게 살필 수 있다.

 3) Excel-Grapher with an inverse ft

  - 한 함수의 역함수를 여러 가지 기능을 통하여 쉽게 살필 수 있다.



 4) Excel-Grapher with range and equations

  - 두 함수를 통하여 연립방정식의 해를 구할 수 있다. 또한 각 함수의 Zeroes가 되는 점을 쉽게 찾으

면서 여러 고차방정식에 대하여 쉽게 접근 할 수 있다.

 5) Excel-Grapher with a derivatives

  - 주어진 한 함수에 대한 일차도함수와 이차도함수의 개형을 쉽게 살필 수 있다. 이는 미적분학의 교

육에 활용 될 수 있다.



 6) Excel-Grapher with a tangent line

  - 주어진 한 함수에 대하여 각 점에서의 접선(tangent line)을 확인 할 수 있다. 그 접선에 대한 기울기

는 숫자로 손 쉽게 확인할 수 있다.

 7) Excel-Grapher with parametric ft

  - 매개변수를 이용하여 일반적으로 그릴 수 없었던 여러 그래프를 그릴 수 있다.



 8) Excel-Grapher 3D

  - 엑셀을 이용하여 3차원 그래프의 개형을 쉽게 확인할 수 있다.

 



7. 2010년 대학입시 진학지도를 위한 AHP 모델링

 요즘같이 입시 경쟁이 과열화된 시대에서는 학생의 입시를 위하여 대학별 전형에 대한 전략이 필요하다. 

2010학년도에도 대학에 들어가는 다양한 전형이 있으므로 수시 전형 자료별 비율과 정시 수능 반영영역과 반

영비율, 가중치 등에 대해 파악해야 한다. 특히 자신이 수시형인지, 정시형인지 파악해야 하고, 대학들의 수능 

반영영역·모집군 변화에 관심을 갖고 입시계획을 세워야 한다.

 전체 모집 인원의 58%를 선발하는 수시모집에 지원하는 경우는 학생부 성적에 비해 최근 모의수능 성적이 

부진하거나, 논술·면접 준비를 꾸준히 해와서 자신있는 경우, 시사문제에 관심이 많고 글쓰기나 발표를 

잘한다는 소리를 듣는 경우, 특기(외국어, 경시대회, 봉사활동, 수상 실적 등)를 보유한 경우, 가고 싶은 전공 

분야를 정해 놓은 경우 등이다. 

 그리고 정시모집에 지원하는 경우는 학생부, 수능, 기타(논술,면접,실기) 세가지의 기준을 심각하게 고려해야 

한다. 수능을 잘 봤더라면 수능의 가중치가 높은 대학에 원서를 넣는 것이 비교적 안전하고, 수능보다는 

학생부 성적이 더 좋다면 학생부 성적의 가중치가 높은 대학에 지원하는 것이 더 안전할 것이다.

 이와 같이 학생들은 위 세가지 기준에 대해서 심각하게 고민하고, 또 고민하고 대학원서를 쓰게 된다. 하지

만 자신의 수능성적, 학생부성적 또는 기타(논술, 면접, 실기)능력 중에서 어느 기준이 어느만큼 더 중요한지 

직관적으로 결정하기에는 많은 어려움이 따른다. 이 경우 본 연구진이 개발한 시스템으로 본인이 가고자 하는 

학교와 전공 중 어떤 학교와 학과들이 본인에게 더 유리한지를 미리 파악하여 그에 맞추어 준비 할 수 있다. 

 이와 관련하여 AHP(Analytic Hierarchy Process)는 위 세가지 기준의 중요도를 구하는데 있어서, 수학적 방

법을 통한 근거를 제시할 수 있다. 직관적으로 세가지 기준의 중요도를 정하는 것이 아닌, 학생부-수능, 학생

부-기타, 수능-기타, 이와 같이 각각 두가지 기준간의 중요도를 파악하여 최종적으로는 각각의 관계가 종합된 

세가지 기준의 중요도를 파악할 수 있다. 이와 같이 AHP는 어렵게 세 가지 기준을 동시에 비교하는 것보다는 

좀 더 쉽게 두가지 기준을 먼저 비교하면서 최종적으로 구하고자하는 기준들의 중요도를 파악하는 방법이라 

설명할 수 있겠다.



 그리고 직접적인 중요도의 결정이나 혹은 기타 다른 통계적인 방법을 통하여 위 세기준에 대한 중요도를 쉽

게 계산할 수는 있다. 하지만 자신이 생각하는 그 중요도가 옳은 논리에 근거하여 결정된 것인지는 알 수 없

다. 

 AHP의 또 다른 장점중 하나는 이러한 과정속에서 일관성비율(Consistency Ratio)이라는 장치를 통하여 논리

적 오류를 검토할 수 있다는 것이다. 응답일관성의 통계적인 특성에 의하여, 실제 일관성비율이 10% 이내에 

들 때 “그 결과는 일관성이 있다.” 라고 말할 수 있다. 쉽게 설명해서 학생부<수능, 수능<기타, 기타<학생부 

라고 쌍대비교에서 각각의 중요도를 파악한다면 결국에는 서로 모순이 되므로 이때에는 수학적 수식으로 계산

하게 되는 일관성 비율이 10%를 넘어 더 커지게 되고 이는 “일관성이 없다.” 라는 판정을 받게 된다.

 이와 같이 AHP를 통하여 대상 학생에게 맞는 각각의 기준에 중요도를 준 다음에는 “AHP의 절대측정”의 방

법으로 각 대학별 입시반영 비율을 참고하여 학생들에게 어울리는 대학을 추천해 줄 수 있게 된다.

 실제로 각 기준의 중요도의 비율이 수능>학생부>기타 순으로 나타나게 된다면, 대학의 입시반영 비율중에서 

수능의 비율이 높은 학교가 대상 학생에게는 유리한 학교가 될 수 있을 것이다. 하지만 AHP는 각 기준별 

순위뿐만 아니라 중요도 수치의 미묘한 차이까지도 계산되어, 대학별 입시반영 비율에 크게 의존하게 된다. 

AHP를 통한 각 대학별 가중치 산출은 그 만큼 더 정확한 결과를 제시할 수 있다.



 예를 들면, 한 학생의 테스트 결과 위와 같은 결과가 나왔다고 가정했을 때, 우리는 수학적으로 다음과 같은 

해석을 할 수 있다. 

 한림대학교 의예과와 한국기술교대 건축공학부의 가중치는 각각 52.748%, 52.156%이다. 따라서 이 학생은 

학생부와 기타기준의 차이가 근소한 차이가 있지만, 어느 곳을 지원하더라도 비슷한 입장에 있다. 하지만, 

같은 한 단계 순위차라 하더라도 한국기술교대 건축공학부와 청주대 경영학부를 비교해서 살펴보면 두 학교의 

가중치의 차는 좀 더 격차가 큰 3.408%이다. 따라서, 한국기술교대 건축공학부에 지원하는 것 보다는 청주대 

경영학부에 지원하는 것이 좀 더 위험성이 큰 것으로 해석할 수 있다.

 본 연구 결과는 학생들의 진학지도에 있어서 정밀한 방향(특정 대학의 선택)을 제시해 줄 수는 없다. 하지만, 

학생들이 어느 대학이 자신에게 유리한지 그 지표를 보여줄 수 있다는 점에서 큰 의미가 있을 것이다.

 - AHP Model 사용 순서

  1) 대학 정시 지원을 위한 자신의 현재 상태 파악

 다음과 같이 자신의 현재 상황에 비추어서 대학입학을 위한 세 가지 물음에 답을 해야 한다. 예를들면 첫 번

째 질문인 “대학입학을 위해 자신의 학생부(내신)성적과 수능성적을 비교한다면 어떤 것이 어느만큼 더 중요

하다고 생각하나요.”에 대하여 학생부(내신)성적은 4등급을 맞았고, 반면에 수능은 비교적 좋게 1등급을 맞았

다면 학생부(내신) 보다 수능이 훨씬 더 많이 중요하다고 판단되어 스크롤바를 오른쪽에 치중하여 조절할 것

이다.

 그 다음에는 아래에 있는 “대학선택”버튼을 클릭하여 대학을 선택해야 한다.

 하지만 다음 그림과 같이 일관성이 부족하다는 에러메세지가 나올때에는 위 질문에서의 스크롤 바를 다시 조

절해야 한다. 이는 선택한 의사결정이 일관성이 없다는 뜻으로, 실제 논리적 모순을 판단해주는 장치이다. 자

신의 현재 상황을 인지하며 계속 시도하면서 10% 이내가 되도록 합리적인 판단을 해야 한다.



  2) 정시에 지원하기 원하는 대학 및 학과의 선정

 제대로 된 의사결정이 된 경우에는 아래 그림과 같이 ‘자신에게 어울리는 입시반영 기준 비율’을 살필 수 

있고 각 입시 기준별로 대학 및 학과를 선택할 수 있게 된다. (일관성 비율 10% 이하)



 위의 그림과 같이 ‘선발방법’, ‘계열’, ‘모집군’과 같은 구분에 의해서 학교를 구분하여 선택할 수 있다. 

하지만 전체 항목을 보기 원한다면 ‘전체’로 나두면 된다. 그리고 나서 확인 버튼을 누르면 다음과 같은 대학 

및 학과가 나열된 화면을 확인할 수 있다.

 위 화면에서 지원하기 원하는 대학 및 학과를 선택한 다음 확인 버튼을 누르면 된다. 선택하는 방법은 

마우스 왼쪽 클릭으로 하나씩 선택할 수도 있지만 아래 그림과 같이, 왼쪽 상단의 전체선택 버튼을 통해서도 

학교 전체를 선택할 수 있다.

 그리고 나서 확인 버튼을 누르면 위의 그림과 같이 진행바가 채워지면서 계산이 끝나면, 자신의 현재 상태와 

각 대학(학과)간의 적합한 정도(적합도)를 계산할 수 있다.



  3) 각 학교(학과)에 대한 적합도 확인

 모든 과정이 끝나면 아래와 같은 각 대학별 적합도를 확인할 수 있다. 이 적합도는 ‘자신에게 어울리는 

입시반영 기준 비율’과 ‘각 대학의 입시반영 비율’의 적합한 정도를 나타내 준다. 따라서 적합도가 높은 

대학을 지원하는 것이 유리한 선택이 될 수 있다.


