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선형대수
학 소개

 “선형대수학과 구글(Google) 검색엔진” 
- 페이지랭크 알고리즘

이상구 (성균관대학교)1)

 
 영국 파이낸셜타임스(FT)와 컨설팅그룹 밀워

드브라운이 공동 조사한 ‘2010 글로벌 100대 브

랜드 기업’을 보면 랭킹 1위는 미국의 인터넷 기

업 구글로, 브랜드 가치가 1,143억달러를 기록해 

2007년부터 4년 연속 최고의 자리를 지켰다. 2)

최근 구글의 모토로라 인수가 삼성과 한국의 경

제에 큰 영향을 줄 것이라는 언론 보도를 접하였

듯이 격변하는 환경에서 ‘모든 학생은 왜 수학을 

배워야 하는가?’에 대한 답의 하나로 본 원고에

서는 경제와 생활에 막대한 영향을 미치는 “구글 

검색 엔진 속의 수학이론”에 대하여 소개한다.

  구글(Google)의 역사는 Matrix Computation

의 저자 Gene Golub이 강의하던 스탠퍼드대의 

20대 초반의 대학원생 래리 페이지(Larry 

Page)와 세르게이 브린(Sergey Brin)이 1995년 

기존의 검색엔진들이 보여주는 정리되지 않는 

결과물에 불만을 가지고 새로운 검색기법 연구

에 몰두하여 마침내 페이지랭크(PageRank) 기

술과 링크(link)의 매칭기술을 개발하는 데 성공

하면서 시작된다. 이들은 ‘이 사이트가 링크를 

만들어 연결시켜 줄 얼마만큼의 가치를 가지고 

있을까?’라는 기준을 가지고 검색된 사이트들의 

순위를 매기는 구글 특유의 차별화된 검색방법

을 확립한다. 

  페이지와 브린이 인터넷의 광대한 정보를 구

글이 모두 담겠다는 의지를 담고, 미국인 수학자 

Edward Kasner의 조카인 Milton Sirota가 10

의 100승을 뜻하는 말로 만든 'googol'이라는 

신조어를 변형시켜 처음 구글이란 말을 쓴 것은 

1997년이었다. 

   1998년 4월 개최된 월드와이드웹 컨소시엄

(W3C)에서 페이지와 브린은 자신들의 연구 결

과를 발표하게 되고, 이때부터 검색엔진 업계와 

학계에서 관심을 끌기 시작했다. 구글은 사이트

가 가지고 있는 메타태그나 키워드에만 의지하

지 않고 페이지랭크라는 독특한 기법을 사용하

1) 본 원고는 저자가 수학적모델링 강좌용으로 개발하여, 일부분은 2011년 정민철군의 석사지도에 활용하였음.

2) 2011년에는 애플이 구글을 제치고 브랜드 가치 세계 1위를 차지했다고 보도했다. 구글은 2위(1,724억 

달러,약 180조원)로 밀려났다. 유일하게 포함된 국내 기업 삼성은 67위를 차지했다. 
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여 웹페이지의 공정한 순위를 매긴다.

  순수하게 수학적으로 접근한 구글 검색엔진의 

새로운 아이디어와 수학적 알고리즘인 구글행렬

과 페이지랭크를 계산하는 방법은 인터넷 검색

엔진 시장에 획기적인 새 패러다임을 제공하였

다. 이를 통하여 학생들이 대학에서 배우는 선형

대수학의 기본적인 내용이 생활 속에 널리 이용

되고 있음을 확인 할 수 있다.

1. 구글 검색엔진의 기본 아이디어

 우리는 구글 검색엔진에 사용된 페이지랭크를 

통한 웹페이지의 외부인기도가 검색 순위에 반

영될 때 페이지랭크 점수가 어떻게 구해지는지 

알아보고 그 뒤에 숨어있는 수학적 아이디어의 

핵심을 찾아 설명하도록 한다.

 웹페이지에 대한 객관적인 순위를 만들어 내기 

위하여 구글은 인터넷의 광범위한 구조를 직접 

이용한다. 대부분의 다른 검색엔진들은 관계있는 

사이트를 결정하기 위해 웹페이지의 제목과 내

용을 체크한다. 그러나 구글은 한 웹페이지에서 

다른 웹페이지로 연결하는 링크가 있으면, 그 링

크를 일종의 투표로 본다. 많이 투표된 웹페이지

를 중심으로 구글이 평가를 하게 된다. 구글의 

페이지랭크는 어떤 웹페이지가 다른 웹페이지와 

밀접한 관계가 있는지를 결정하고 관련된 구조

를 표현하기 위해 하이퍼링크(Hyperlink)3) 행렬

을 만들고 행렬의 가장 큰 고유값을 이용해서 

검색에서 가장 근접한 사이트들을 찾아내는 것

이다. 이 과정에서 구글은 Power Method(거듭

제곱법)와 페이지랭크 연산법을 이용한다.

  구글과 같은 검색엔진이 수행하는 기본적인 

업무중 첫 번째는 인터넷에 상주하며 사용자들

이 접근하는 웹페이지를 파악하는 것이다. 두 번

째 작업은 파악된 웹페이지에 대한 데이터를 수

집하는 것이다. 수집된 데이터들은 검색어와 관

련된 단어나 문구를 검색하는데 효과적으로 사

용하게 된다. 세 번째 단계는 데이터로 수집한 

웹페이지에 중요도(중요도: 웹페이지가 가지고 

있는 중요성을 다른 웹페이지와 비교하여 점수

로 표현한 것)를 기록하고 사용자가 검색을 할 

때 수집하여 가지고 있던 웹페이지들의 데이터 

중에 좀 더 중요한 자료를 검색결과의 상단에 

보여주는 것이다.

   우리는 이 세 번째 과정에서 수집된 웹페이

지 데이터들의 집합에서 각각의 웹페이지에 대

한 중요도를 어떠한 방법으로 결정하며 그 비율

을 어떻게 정했는지에 대해 알아본다. 

2. 페이지랭크(PageRank)공식의 건설

  구글의 페이지랭크라는 개념은 쉽게 이야기해

서 ‘사람들이 링크를 많이 거는 웹페이지는 사람

들이 많이 찾아가는 곳일 테고, 그 만큼 정확한 

정보가 있는 웹페이지일 것이므로 웹페이지의 

페이지랭크 점수를 높게 주자.’ 라는 이론이다. 

 페이지랭크는 임의의 방문자가 어떤 웹페이지

를 방문하는 빈도로 이해될 수도 있다. 새로운 

웹페이지는 자신이 담고 있는 링크의 적절성에 

따라 페이지랭크를 증가시키기도 하고, 감소시키

3) 하이퍼링크(Hyperlink): <컴퓨터 전문용어> 하이퍼텍스트 문서 내의 단어나 구, 기호, 화상과 같은 요소를 그 하이

퍼텍스트 내의 다른 요소 또는 다른 하이퍼텍스트 내의 다른 요소와 연결한 것. 하이퍼링크 행렬을 링크행렬이라

부르기로 한다.
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기도 한다. (Avrachenkov & Litvak, 2005)

  이제 구글 검색엔진안의 수학적 모델에 대하

여 살펴보자. 

   1단계: 인접(adjacency) 행렬의 건설 

[그림 1] 5개 웹페이지로 이루어진 간단한 웹

  위의 그림은 간단한 웹을 표현한 것이다. 주어

진 웹페이지들로부터 얻어진 위의 연결관계를 

다음과 같이 × 인접행렬 를 사용하여 나

타낼 수 있다.(Page; Brin; Motwani & 

Winograd, 1998)
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 이 경우 [그림 1]의 웹페이지 e는 다른 웹페

이지로의 링크를 가지고 있지 않으므로 행렬 

의 마지막 열은 0의 값을 갖는다. dangling 

node4)라 불리는 외부로의 링크를 가지지 않는 

웹페이지는 특별한 케이스이다. 게다가 인접행렬

을 만들 때 각 웹페이지의 자기 자신으로의 링

크는 무시하므로 행렬 의 대각선 성분은 모두 

0의 값을 갖는 것을 알 수 있다.

  2단계: 열정규화된 인접행렬 의 건설

  행렬 의 각각의 열 를 의 성분들의 합

으로 나누어 새로운 행렬 를 얻는다. 이 행렬

을 열정규화된 인접행렬이라고 한다. 행렬 의 

열을 라 하면 다음과 같은 공식에 의해 얻어

진다.
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  이 과정을 식 (2)의 행렬 에 적용하면  
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를 얻는다.  

   3단계: 행렬 의 열 stochastic화

   전 단계에서 얻어진 행렬 가 바로 페이지

랭크 알고리즘에 이용되는 것은 아니다. 그 이유

는 페이지랭크 알고리즘의 수렴성을 확보하기 

위해서는 stochastic 행렬이 필요한데, 행렬 

는 dangling node에 의해 열stochastic 행렬이 

아닐 수 있기 때문이다. 열stochastic은 ‘행렬의 

모든 성분이 음수가 아니어야 하고 열의 합이 

모두 1이어야 한다’를 만족해야 한다. 일단 위의 

행렬 는 dangling node인 웹페이지에 의해 마

지막 열의 합이 0이므로 열 stochastic 행렬이 

아니다. 그래서 행렬 로부터 모든 열의 합을 1

이 되는 열 stochastic 행렬  를 다음과 같이 

정의 한다.            

ea

4) dangling node: 다른 웹페이지들과 연결이 끊겨 버린 상태
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  여기서 벡터 e는 모든 성분이 1인 열벡터이

고, a는 
  



   이면  이고 
  



  ≠

이면  인 열벡터이다. 그러면 행렬 로 부

터 열 stochastic행렬 를 건설할 수 있다. 

Gerschgorin정리에 의해 열 stochastic 행렬(혹

은 Markov행렬) 의 가장 큰 고유값의 크기 

는 1보다 작거나 같다. 또한 의 행벡

터(혹은 열벡터)의 합은 0이 되는데, 이것은 

trivial sum이 아니다. 따라서 det   으

로 부터 어떤 ∈…  에 대하여   인 고

유값이 존재함을 알 수 있다. 그런데 문제점은 

링크행렬이 크기가 매우 큰 sparse행렬이라는 

것이다. 따라서 일반적인 계산을 통해 고유벡터

를 구하기보다는 거듭제곱법(Power method)를 

사용하는 것이 효율적이다. 우선 식 (3)의 행렬 

를 사용하여 행렬 를 만들면 다음과 같이 된

다.
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     (4)

  4단계: 구글행렬 의 건설

 행렬 가 유일한 stationary distribution 벡터

를 갖는다는 것을 보증할 수 없기 때문에 아직 

끝난 것이 아니다. (즉, 정확한 하나의 페이지랭

크 벡터가 없을 수도 있다는 의미) 따라서 수렴

하는 하나의 stationary distribution 벡터 x가 

있다는 것을 보장하기 위해 행렬 가 

irreducible인 동시에 stochastic임을 확실히 해

야 한다. 정의에 의하여 “주어진 정사각행렬 

에 대하여,      
 

인 치환 행렬 와 

정사각행렬 , 가 존재하지 않을 때 행렬 

는 irreducible이다.” 행렬이 irreducible인 것은 

대응하는 그래프가 strongly connected하다는 

것과 동치이다.(Horn & Johnson, 1985) 또 

가 primitive 행렬이면, 언제나 는 irreducible 

행렬이다. 이에 보태서 주어진 정사각행렬 가 

primitive일 필요충분조건은 어떤 자연수 에 대

하여  
가 양의 행렬이 되는 것이다.5) 그래서 

우리는 식 (4)의 행렬 를 이용하여 irreducible

한 열 stochastic 행렬 를 다음과 같이 정의한

다.

                   (5)

여기서 은  ≤  ≤ 이고  

ee

이다. 구

글검색에서는 보통 을 0.85로 이용한다. 이 행

렬 가 바로 우리가 필요로 했던 구글행렬이 

된다. 

   이제 페이지랭크를 구하는 기본 알고리즘인 

식(1) x  x에 행렬 대신 행렬 를 대

입하여 새 페이지랭크 알고리즘을 다음과 같이 

정의한다.  x x  

  그러나 크기가 1인 고유값이 2개 이상 존재하

면 거듭제곱법의 수렴성이 보장되지 않는다. 또

한 행렬의 주위에 블록 행렬이 있다면, 페이지 

랭킹에서 아예 제외되는 웹페이지가 생기는데, 

이런 경우 현실 문제를 적절히 반영한다고 볼 

수 없다. 따라서 우리가 다루기를 원하는 행렬의 

5) http://matrix.skku.ac.kr/sglee/perron_frobenius/perron_frobenius.html
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의미를 모두 담고 있으면서 가장 큰 고유값이 1

개뿐인(대수적 중복도가 1인)행렬인 primitive 

행렬로 변환시킨 것이 구글행렬이다. 이 부분의 

이론에 대하여 소개하고 다음 단계로 넘어간다. 

  집합 를 행렬 의 고유값들의 집합, 정사

각행렬의 spectral radius를    

max∈  ∣∣라 하면 Perron-Frobenius정

리에 의해 구글행렬     에 대하

여 =1인 고유값 1은  의 Gerschgorin 

circle 상의 유일한 고유값이고, 고유값 1의 대

수적 중복도는 1임을 알게 된다. 그리고 

  는 행렬 의 유일한 가장 큰 고유값이 

된다. 더구나 대응하는 그래프는 strongly 

connected이고 어떤 자연수 에 대하여  
가 

양의 행렬이 되는 irreducible행렬 는 

primitive 행렬이다. 즉, 구글 행렬 

가 primitive 행렬이라는 의

미이다.(Horn & Johnson, 1985) 

   여기서 이고 ∈인 대수적 중복

도가 1인 가장 큰 고유값  를 의 

Perron 근(root)라 하고, xx인 양의 고유

벡터 x가 존재한다. 그리고 xx이면서 

x이고 x 인 의 고유벡터를 의 

Perron 벡터 라 한다. 

   위의 건설 과정에서 우리가 건설한 구글행렬

이 수렴하는 유일한 페이지랭크 벡터를 갖는다

는 것을 보인 셈이다.

   이제 수렴성을 분석해 보자. 만일 행렬 가 

(와 마찬가지로) primitive 행렬이라 하자. 그

러면 lim
→∞

 가 존재한다. 특히,   가 이 

행렬 의 Perron 근이고, p 와 q 를 각각 

primitive 행렬  와 
의 Perron 벡터 라 할 

때 lim
→∞

 q p
pq

임을 알고 있다.(Meyer, 

2000) 이를 이용하면 x가 의 (right) Perron 

벡터라 하고, e를  
의 Perron 벡터라 하면, 

lim
→∞

 
 =xT e

exT
=x e

ex

 =ex
>0를 얻는다. 

벡터 e는 모든 성분을 1로 갖는 열 벡터이다.

  이것으로부터 x x 즉, x가 의 (right) 

Perron 벡터임이 확인되고, 따라서 x  x

가 되어 x
는  

의 (left) Perron 벡터임이 확

인된다. 따라서 x 인 임의의 초기벡터 

x 에 대하여  x  x이며, primitive 행렬 

에 대하여 lim
→∞

   ex이고  lim
→∞

pk x이

다. x x인 유일한 단위 벡터 x가 존재한다

는 의미이다.

  수렴성을 보여주는 위의 설명은 구글행렬 

가 벡터 x를 (right)  Perron 벡터로 가지는 것

과 그에 대응하는 대수적 중복도가 1인 고유값 

  을 가진다는 것을 확인해 준다. 그

리고 이 알고리즘을 이용하면 반복연산을 통하

여  x  ≈x 를 만족하는 근사값을 페이지

랭크 벡터 x로 언제나 구할 수 있다는 것이다. 

이 x가 구글행렬 의 Perron root라 하고, 

xx인 양의 고유벡터 x가 존재한다. 그

리고 xx이면서 x이고 x 인 행

렬 의 고유벡터는 행렬 의 페이지랭크 벡터

이고, Perron 벡터이다. 따라서 행렬 의 페이

지랭크 벡터를 찾는 것은 행렬 의 (dominant 

right) 고유벡터 또는 
의 (dominant left) 고
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유벡터, 즉, Perron 벡터를 찾는 것과 동치이다. 

   이제 구글행렬 의 페이지랭크 벡터를 구하

는 문제를 생각하자, 구글은 수십억대의 홈페이

지를 다루므로, 실제로 그런 크기의 행렬  를 

만들어 Perron 벡터를 구하는 것은 현실과 다르

다. 인터넷상의 웹페이지는 적어도 80억 이상의 

개수를 가지므로 간단하게 계산되어질 수 없다. 

따라서 실제로는 페이지랭크 벡터를 아래에 설

명하는 거듭제곱법을 이용하여 구한

다.(Langville & Meyer, 2004)

  단계 5: 거듭제곱법(Power method)

xk  Gxk 

   

e eTxk  

 xk     m n
e eTxk 

 xk     m n
e

  

eaT
xk    m n

e

 xk    n
e

maTxk     m 

   거듭제곱법(이상구, 2009)을 이용한 수렴속도

는 를 x−x 라고 할 때 loglog

임과 페이지와 브린이 로 놓으면 대개 

50번에서 100번의 연산을 통하여 원하는 페이

지랭크 벡터를 구할 수 있음을 보였

다.(Langville & Meyer, 2003)

  이제 어떻게 페이지랭크 벡터가 계산되는지를 

확인해 보자. 첫째 웹페이지 의 페이지랭크는 

페이지랭크 벡터 x의 번째 성분인 값 이다. 

여기서 벡터 x는 ∥x∥ 인 Perron 벡터이

다. 이 벡터 x를 통해 웹상에서의 페이지 의 

순위를 가늠해 볼 수 있는 점수를 구한다. 

  위의 전 과정을 요약하면 다음과 같다. 웹의 

연결성으로부터 얻은 행렬 의 각 성분을 

 


  






를 이용하여 정규화한 행렬 를 

만들게 된다. 그리고 행렬 로부터 열 

stochastic 행렬인 를    

ea

로 정의하

고, 이 때 벡터 e는 모든 성분이 1인 열

(column) 벡터이고, 벡터 a는 
  



   이면 

 이고 
  



  ≠이면  인 열벡터이

다. 이로부터 여기서 은 ≤≤의 값인 

0.85로 하고  

ee

로 정의하여 구글행렬 

 를 얻은 것이다. 을 0.85

로 선택한 것은 임의로 한 것이 아니다. 이와 관

련된 자세한 내용은 (Haveliwala & Kamvar, 

2003)에 소개 되었다.

   이와 같이 문제 표현형식을 바꾸면, 웹페이지

의 순위를 매기기 위한 문제가 정사각행렬에서 

고유벡터를 찾는 우리가 잘 아는 문제로 바뀌게 

된다.(정의에 의해 행렬 의 고유값 와 고유벡

터 x는 방정식 xx를 만족한다.) 위 행렬 

를 구글행렬이라 한다. 이제는 열 stochastic 

행렬 의 가장 큰 고유값 1에 대응하는 고유벡

터 x를 구하는 일이 남는다.

 위의 전 과정을 예를 들어 설명하면 다음과 같

다. 미리 언급하였듯이 구글에서는 을 

사용한다. 그래서 구글에서 사용하는 

의 값을 사용하여 얻은 식 (5)의 행렬 를 이용

하여 행렬 를 구하면 아래와 같다.
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 







































































 페이지랭크가 담고 있는 내용을 정리하면 웹페

이지 의 페이지랭크는 ∥x∥ 인 Perron 

벡터 x의 번째 성분의 값이고 페이지랭크 벡

터는 각 웹페이지에 접근하게 될 가능성을 반영

하는 Probability 벡터이다.(Langville & Meyer, 

2003)

  우리가 사용하고 있는 인터넷의 모든 사이트

(웹페이지)가 개의 웹페이지로 만들어진 웹이

라 하자. 그러면 인터넷 사용자들은 어떠한 웹페

이지를 시작페이지로 설정하여 인터넷을 이용하

게 될 것이다. 

   인터넷을 이용하던 중에 개의 링크를 가지

고 있는 어느 특정 웹페이지를 열어보게 된다면 

그 웹페이지에서 


의 확률(구글에서는 을 

0.85를 사용하였다.)을 가지고 웹페이지가 가지

고 있는 임의의 링크를 선택을 하게 된다. 웹페

이지에 있는 링크를 선택하지 않을 확률은 




이 되고 인터넷 사용자가 선택할 수 있는 

모든 경우의 수는 두 확률로 합으로 계산이 된

다. 즉, 




 
  (여기서 은 웹페

이지가 가진 링크의 개수, 은 인터넷 웹상의 

모든 웹페이지의 개수)가 된다.

   구글의 페이지랭크 알고리즘에서 기본 전제

로 한 ‘중요한 웹페이지는 다른 웹페이지로부터 

더 많이 연결되어있다.’에 따라 인터넷 사용자는 

자주 페이지랭크 점수가 높은 웹페이지로 연결

되는 링크를 더 자주 선택하게 되고 페이지랭크 

점수가 높은 페이지에 많은 인터넷 사용자가 접

근을 하게 된다.

   접근을 하는 횟수가 다른 웹페이지에 비하여 

많다는 것은 바꿔 생각하면 그만큼 인터넷 사용

자들이 해당 웹페이지에 머물게 된다는 것이다. 

즉, 식 xx에서 정규화 된 벡터 x의 성분 

는 인터넷 사용자들이 웹페이지 에서 머무르는 

짧은 시간을 의미하는 것으로 판단 생각할 수 

있게 된다. 링크구조를 데이터베이스로 가지는 

검색엔진의 설계에서 링크구조는 고정적이다. 고

정된 링크구조를 가지는 웹에서는 한번 정의된 

x는 계속해서 사용할 수 있다. 하지만 인터넷에

서의 웹페이지는 단 하나의 구조로 고정되어 있

지 않는다. 수많은 사이트와 웹페이지는  생성되

었다가 사라지기도 하고 그들 사이를 잊는 링크

들 또한 필요성에 따라 계속해서 생겨나고 사라

지는 동적인 공간이기 때문에 웹페이지의 페이

지랭크 계산을 통한 고유벡터 x의 개선은 매우 

중요한 문제가 된다. 페이지랭크 기술은 키워드

별로 인터넷 사용자가 클릭하는 웹페이지의 경

로를 알고리즘화해 웹페이지들 간의 상호 관련

성을 계산해내고, 웹페이지간의 관련성과 웹페이

지내의 관련어 배치 등을 고려해 고객이 원하는 

결과를 가장 빠르고 정확하게 제공하는 기술이

다. 구글 검색엔진의 경우 어떤 내용을 검색창에 

넣어도 0.5초면 자신이 찾는 가장 근접한 검색

결과를 제시해준다. 이 기능은 아직 어떤 검색엔

진도 따라올 수 없는 독보적 기술로 평가받고 

있다. 
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  현재 구글은 다양한 분야로 사업을 확장하고 

있다. 수학자는 ‘구글 북스 라이브러리 프로젝

트’6)에 대하여도 관심을 가져야 한다. 구글의 목

표 중 하나가 20세기에 발간된 모든 책을 전자

화 한다는 것이라고 들었다. 구글은 이미 일본 

게이오대학과 미국 하버드대학 등 세계 40곳 이

상의 도서관 및 3만 곳 이상의 출판사와 연계해 

지금까지 1500만 권 이상을 전자화했다. 2011년 

3월에는 영국의 대영도서관 소장 장서 25만 권

을 전자화하기로 합의했다고 발표했다. 이런 변

화가 수학을 하는 우리에게 조만간 또 다른 큰 

영향을 미칠 것이라는 것을 느낄 수 있다. 

3. 결론 

  인류 역사의 혁명적 발전 시기마다 그 사회가 

안고 있던 문제를 해결하는 과정의 중심에 수학

이 있었다. 우리나라의 학생들은 보통 수학공부

를 하는 이유를 ‘입학시험을 잘 보기위해서’라고 

생각하고 있다. 따라서 수학은 우리의 삶에 불필

요한 과목이라고 생각하기도 한다. 본 원고에서

는 구글 검색 엔진 속의 존재하는 선형대수학 이

론의 일부를 간략하게 소개했다. 이는 수학의 발

전이 인류 사회의 발전 역사와 함께한다는 것을 

보여주는 좋은 예가 될 수 있다. 
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