
var('a, b, c, d')                 # Define variables,  변수정의

eq1=3*a+3*b==12              # Define equation1 정의

eq2=5*a+2*b==13              # Define equation2 정의

solve([eq1, eq2], a,b)            # Solve eq’s 연립방정식

A=matrix(QQ, 3, 3, [3, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 3, 4]);     # 행렬정의

A.echelon_form()               # Find RREF

A.inverse()                     # Find  inverse 역행렬

A.det()                        # Find determinant 행렬식

A.adjoint()                     # Find adjoint matrix

A.charpoly()                    # Find 특성방정식

A.eigenvalues()                 # Find eigenvalues 고유값

A.eigenvectors_right()           # Find eigenvectors 고유벡터

A.rank()                        # Find rank of A의 계수

A.right_nullity()                 # Find nullity of A 

A=random_matrix(QQ,7,7)   # 7차 정사각행렬을 유리수 범위에서 랜덤하게 생성한다. 

bool( A== B)           # A 와 B 가 같은지 확인하여라

P,L,U=A.LU() # LU분해 # (P: Permutation행렬 / L,U:삼각행렬)

vector([3, 1, 2])                  # Define vector 벡터정의

var('x, y')                        # Define variables, 변수정의
f = 7*x^2 + 4*x*y + 4*y^2-23    # Define a function ,

implicit_plot( f, (x, -10, 10), (y, -10, 10))   # implicit Plot 타원 

plot3d(y^2+1-x^3-x, (x, -pi, pi), (y, -pi, pi))     # 3D Plot

var('t')                # Define variables, (매개변수방정식)

x=2+2*t              # Define a parametric eq. 

y=-3*t-2

parametric_plot((x,y), (t, -10, 10), rgbcolor='red')  # 직선 Plot

A.jordan_form() # A의 Jordan 표준형을 구한다
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Exam 85

I. (2pt x 15= 30pt)  True(T) or False(F).  Let    ∈×   and x y b ∈   .

1. ( FT)  











      

     


 

      

 is a row echelon form (REF) of   








      

      
        

.      (    not -1)

2. ( F )  If     , then x x always have a non-trivial solution x.     (     not     )

3. ( T )  If      are invertible, then     is also an invertible matrix. 

4. ( T ) An upper triangular matrix   is invertible if and only if all of its diagonal elements are nonzero.

5. ( T )  The inverse of a non-singular lower triangular matrix is lower triangular.

6. ( T ) The set              is a basis for  .

7. ( T )  det










     

       

     

       

 det










   

     
   

     

 

8. ( F ) ∈ ,  adj                                                            ( adj     )

9. ( T )  det   det det  det det  det

10. ( F )  For ∈ ×  ,    tr   det     holds.         (For ∈ ,    tr   det     holds. )

11. ( F ) Cramer's rule solves any system of two linear equations in two variables.    (only for nonsingular matrices)

12. ( T )  A linear transformation always maps lines to lines (or to zero). 

13. ( F )  A map               is a linear transformation.    ( term    causes a problem)

14. ( T )  선형연립방정식을 풀 때, x  b ⇒  x  b where 은 lower 삼각행렬이고,  가 upper 삼각행렬이면, y  b는 전진대입법
(forward substitution)으로 x  y는 후진대입법(backward substitution)으로 x  b의 해 x 를 아주 쉽게 구할 수 있다.  위 해법의 알고리즘은 가우
스 소거법 ERO에 대응하는 가역인 기본행렬(Elementary matrix)  들을 이용하는,    ⋯      ⇒     ⋯    ≡   이고, 

이때 모든 기본행렬(Elementary matrix)들이 삼각행렬이면,  은 언제나 lower 삼각행렬이고,  는 언제나 upper 삼각행렬이다.

15. ( F ) (Computer Graphic, Rotation, 회전변환) 선형변환    →    에서 ′   cos   sin  , ′   sin   cos  , ′    를 만족하는 

p 
















, p′ 











′
′
′


가 주어졌을 때 p′  p로 정의되는 회전변환 에 대응하는 행렬표현은    











cos sin  

 sin cos  
   
   

이다. (    











cos  sin  sin cos  

   
   

)
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II. (2pt x 5 = 10pt) State or Define.  State what you know about the following 5.  

    (아래 1-5 중 본인에 맞는 난이도의 개념 5개를 골라 본인이 이해한 대로 아래 빈 공간에 간결 명확하게 서술하세요.)

     

  ... -공간, vv…v 의 일차결합(a linear combination), x와 y의 내적(inner product), 평면  의 법선벡터(normal vector),  벡터방정식
-대칭방정식-매개변수방정식 사이의 관계, x위로의 y의 정사영(projection)과 최단거리를 구하는 문제 사이의 관계, Cauchy-Schwarz 부등식, 

행사다리꼴(row echelon form, REF)와 RREF 사이의 차이, Gauss 소거법과 Gauss-Jordan 소거법의 차이점, 스칼라(Scalar) 행렬, 크래머의 
공식(Cramer's Rule), 행동치(row equivalent)와 해집합 사이의 관계, 기본행연산과 기본(Elementary)행렬 사이의 관계, x  , 의 해집합과 
x b의 해집합 사이의 관계, 연립일차방정식의 첨가행렬(augmented matrix), adjoint,  의 Laplace 여인자 (cofactor) 전개, 독립
(linearly independent)과 일차종속(linearly dependent), [1차 결합들의 집합( U 의 span)의 의미, [Vector 공간의 기저 (basis)], 고유값
(eigenvalue), 고유벡터(eigenvector), 선형변환(LT), 직교행렬(orthogonal matrix), [부분공간], [2 step 부분공간 test], [행렬의 행공간(row 
space)], [행렬의 계수 (rank)], [층밀림(shear)변환], 등 여러분이 학습한 다양한 개념. 

1. [linearly independent (일차독립)]       or   vv…v 의 일차결합 (a linear combination)

2. [Linear Transformation (선형변환)]     or     [2 step 부분공간 test],

3. [Orthogonal matrix (직교행렬)]  or   reduced row echelon form (RREF).         (Keywords, Logic)

4. [Cauchy-Schwarz Inequality]   or  Cramer's Rule

    For a system of linear equations,  
 

⋯ 
 




 

⋯ 
 



⋮ ⋮ ⋮ ⋮


  
⋯  

 

let   be a coefficient matrix, and x 













⋮


 b 













⋮


. Then the system of linear equations can be written as x b . If   ≠  , the system of linear equations has a unique 

solution as follows:    

  
    


 …     


 . Where      ⋯   denotes the matrix   with  th column replaced by the vector b.     

5. [Laplace cofactor expansion (여인자 전개)]  or   [adjoint of ]

Let   be a  ×  matrix. For any     ( ≤   ≤ ) the following holds.

        ⋯      (cofactor expansion around th row)
      ⋯   (cofactor expansion around th column)
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a=vector([2, -1, 3])

b=vector([4, -1, 2])

ab=a.inner_product(b)

aa=a.inner_product(a)

p=ab/aa*a;w=b-p

print "p=", p

print "w=", w

p= (15/7, -15/14, 45/14)

w= (13/7, 1/14, -17/14)

III. (4pt x 8 = 32pt)  Find or Explain :

1.  Find a vector equation: 점      를 지나고 벡터 a     와 b    가 만드는 평면의 벡터방정식을 구하여라.

Sol)  x  p  a  b 단  ∈

                           

2.  Find a projection p=proj xy  and w y  proj xy where x= (2, -1, 3) and y= (4, -1, 2).

              (y의 x상의 정사영 p와 y의 x에 수직인 벡터성분 w를 구하여라.) 
Sol) 

proj xy   x ⋅ x
y ⋅ x x  


                           


  


 




w y  proj xy        


  


 


                                 


 


  


      ⃞

 [Sage] http://sagenb.skku.edu/home/pub/596 

   Comment: 즉, proj xy x⋅ x
y⋅ x x를 이용하여 구한 정사영과  Sage를 활용하여 푼 방법에서 모두 

   proj xy  


  


 


, w  


 


  


 임을 확인하였다.                          ■

3.  If           : 상삼각행렬, then  와   의 특성방정식은 같다. (즉,     ). 

     또한  의 고유값은 삼각행렬   의 주대각선 성분인   들이다.     

  (Sketch of Proof)

       det    det      det        det         

                     det        det det   det   det det  det     det   

        는 삼각행렬이므로 특성방정식 (행렬식) 

      det     
       

      

     
   

              

       와  의 고유값은 삼각행렬  의 주대각선 성분인   들이다. 

4.   Explain why     


adj  for any invertible ∈× .  (Use Laplace cofactor expansion)

 

 (Sketch of Proof)

         ⋅ adj   의  성분은      ⋯  (1) 

       =>  
  



       
 ≠  

. (왜냐하면   이면 식 (1)은 의 번째 행에 관한 의 여인자전개이고, 

            ≠ 이면 의 행 성분과 행 성분의 여인자의 곱을 더한 것이 되므로 0이 된다.)

       

       =>  adj    

      =>      


adj    (왜냐하면 가 가역행렬,  이기 때문에, )    ■

http://sagenb.skku.edu/home/pub/596
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5.  Guess the determinant of the given  ×   Vandermonde matrix from the given info. 

           
  
  

  
        ,        

   
   

   

   

                , and

          
    
    

    

    

    

  
        

      
     

  

.   => 

          
     
     

     

     

     

     

                   
        

      
     

  

     ■

6. Find the determinant, eigenvalues and eigenvector of  











   ⋮   
   ⋮   
   ⋮   ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
   ⋮   
   ⋮   
   ⋮    

. (Do not use any tool on this.)

Sol) (1) det   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     , 

    (2) eigenvalues of      

    (3) eigenvalue   에 대응하는 eigenvector는      ,∀  ∈  

         에 대응하는 eigenvector는   


   ,∀  ∈  

         에 대응하는 eigenvector는   


 


 ,∀  ∈  

         에 대응하는 고유벡터는     ,∀  ∈  

         에 대응하는 고유벡터는    ,∀  ∈  

         에 대응하는 고유벡터는      ,∀  ∈  

7. Explain why every eigenspaces(고유공간) of  ∈  are subspaces of  . 

  (Sketch of Proof) Let  be an eigenvalue of  ∈ .
     Let     x∈ x x⊆   , ∈,     ∅ [Show     is a subspace of  ]

     ∀ x y∈  , [Show   x y∈    and   x ∈   ]  
  1) [Show   x y∈    ] (Vector addition(벡터 덧셈)에 대해 닫혀있다.)
           x y∈    and    x x y y
            =>  x y  x y x y  x y

              ∴ x y∈  

 
2) [Show  x ∈   ]  (Scalar multiplication(스칼라곱)에 대해 닫혀있다.)
         x∈R  and x x
            =>    x  x x  x

∴ x∈  

 
   By 2 step subspace test,    is a subspace of  .       ■
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8.   (python/ Sage) Find : 당신이 만약 연구소에 취직하여 4차 행렬  











   
    
   
   

의  RREF, 행렬식, 역행렬 , 특성방정식, 고유값 , 고유벡터를 

구하라는 요청을 팀장에게 받았다면 어떻게 구할지 Step별로 빈칸에 상세하게 서술하여라. (Fillout the blanks)

Sol)  a)   

     

 1) Step 1: (예) 인터넷에 접속하여 http://sagenb.skku.edu/ 로 이동한다.

 2) Step 2: ID= la2015spring , PW = matrix        를 입력하여 접속한다.

 3) Step 3: “새 워크시트” 버튼을 누른다.

 4) Step 4: 첫번째 셀에 CDF 형식으로 행렬 를 다음과 같이 정의한다. 

                   A=matrix(CDF,4,4,  [     4,1,0,2, 0,-1,2,0, 0,0,1,0, 0,4,0,3                    ] )    

 5) Step 5: 두번째 셀에 RREF 를  구하는 명령어          A.echelon_form()        를 입력하고, 실행한다.   

 6) Step 6: 세번째 셀에 det (행렬식)을 구하는 명령어           A.det()            를 입력하고, 실행한다.  

 7) Step 7: 네번째 셀에 inverse(역행렬)을 구하는 명령어           A.inverse()     를 입력하고, 실행한다. 

 8) Step 8: 5번째 셀에 특성방정식을 구하는 명령어        A.charpoly()             를 입력하고, 실행한다.  

 9) Step 9: 6번째 셀에  eigenvalues를 구하는 명령어     A.eigenvalues()          를 입력하고, 실행한다. 

 10) Step 10: 7번째 셀에 eigenvectors를 구하는 명령어   A.eigenvectors_right()    를 입력하고, 실행한다. 

 11) Last step : 원하는 결과를 프린트하라고 아래와 같이 명령어 (print 대상이름) 을 주면 됩니다! 

    b) 또한 임의의 7차 행렬   에 대하여  의 역행렬과   의 전치행렬이 같음을 Sage로 확인하여라. (Conjecture 확인방법)

     

A=random_matrix(QQ,7,7)     # 7차 정사각행렬을 유리수 범위에서 랜덤하게 생성한다. http://sagenb.skku.edu/home/pub/497/ 

print "A=\n"

print A                                # 행렬 A가 무엇인지 출력하여 확인한다.

At=A.transpose()

Ai=A.inverse()                          # A의 전치행렬 At와, A의 역행렬 Ai를 계산한다.

Ati=   At.inverse()

Ait=   Ai.transpose()                        # At의 역행렬 Ati와, Ai의 전치행렬 Ait를 계산한다.

print "\n===="

print bool(Ati==Ait)

print "===="              # A의 전치행렬의 역행렬과 A의 역행렬의 전치행렬이 같은지 확인하고 결과를 출력한다.

print "\n\nAt=\n"

print At

print "\n\nAi=\n"

print Ai

print "\n\nAti=\n"

print Ati

print "\n\nAit=\n"

print Ait           # At, Ai, Ati, Ait를 모두 출력해서 A의 전치행렬의 역행렬과 A의 역행렬의 전치행렬이 같음을 보여준다.

IV. (13pt)  Find or Explain :
1.  (3 pts) 선형연산자     →  가 임의의 벡터 x ∈ 에 대하여 원점을 지나는 기울기가 인 직선에 대칭시키는 변환인 경우 변환행렬 

   e    e  를 아래 그림을 보고 구하여라. [그림: 기울기가 인 직선에 대한 대칭이동에 따른 표준기저들의 images]

http://sagenb.skku.edu
http://sagenb.skku.edu/home/pub/497
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(Sol)    e    e  










cos cos


 
sin  sin


 




 


cos sinsin  cos

이다. ■

2.  (5 pts) Explain why the map      →     by   ,                        is a Linear Transformation. 

 (Sketch of Proof)

 For all u  , v   ∈  and ∈ ,

 u  v = 













































 = 
















  

  

  






= 











  

      

          

 

                  = 












  

    















  

    

=  u    v 

  u   





























 



























=













  

    

= 













  

    

=   u 

                               Therefore  is a L.T.            ■

Comment: 6장 1절에서 배운 선형변환임을 확인하는 내용과 이미지를 구하는 문제였습니다.

3.  (5 pts) (Page 160 p4) Explain why the detadj    det     for any  ∈   with   . 

 (Sketch of Proof)
1) If det , 역행렬   은 다음과 같이 정의 됩니다.

    
 adj  (Bigbook page 134)

따라서 det    det
 adj  


detadj ⋯ ① ∵ det  det 는임의의실수

그리고 det    


⋯ ② (Bigbook 정리 4.1.13 page 129)

②식을 ①식에 대입하면, 


 


detadj 

양변에  을 곱해주면, ∴     detadj

2) If det   , 비가역 행렬 A의 행동치인 어떤 행렬에는 모든 성분이 0인 행 또는 열이 존재하거나, 서로 비례관계에 있는 행 또는 열

이 존재 하게 됩니다. 모든 성분이 0인 행 또는 열이 존재하는 행렬일 경우 수반 행렬에도 역시 모든 성분이 0인 행이나 열이 존재하게

되어 행렬식은 0이 됩니다. 또한 서로 비례관계에 있는 행 또는 열이 존재하는 경우 역시 수반행렬에 같은 행이나 열이거나 부호가 각각

-1배 된 행 또는 열이 존재하게 되어 행렬식 역시 0이 됩니다. 따라서 det  이고 detadj   이므로 등식이 비가역 행렬일 경우

에도 0 = 0 으로 성립 합니다.

결국 행렬 가 가역이거나 비가역일 경우 모두 등식이 성립하므로,

∴ det    detadj □

B) Sage를 통한 확인(http://sagenb.skku.edu/home/pub/602) [Fillout the blank.]

임의의 7차 정사각행렬에 대해 위의 식이 성립하는지 확인해보았다.

A= random_matrix(QQ,7,7)       # 7차 정사각행렬을 유리수 범위에서 랜덤하게 생성한다.  http://sagenb.skku.edu/home/pub/604 

B = A.adjoint()
print "det(adj A)"
print B.det()
print "det(A)^6 = "
print det(A)^6

      Answer:  detadj     (value) = det    for any possible  ∈   with    임을 확인하였다.   ■

http://sagenb.skku.edu/home/pub/602
http://sagenb.skku.edu/home/pub/604
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Online 참여

15
V. Participation and more (15점) :     Name (본인 이름):                                

   

1. (10 pts) Participation records: 본인이 그간 “LA 입문”강좌와 미리 업로드한 동영상 강의를 통하여, 예습,

Q&A, 동료학생의 질문에 대한 답,

새 문제풀이, 정보 교환, 기타 실습실 참여 및 자신이 만든 PBL 보고서 등 경험한 내용을 간단히 서술하세요!

(1) QnA 참여 회수 <시험전에 QnA에서 학생 스스로 직접 확인하세요> : 각 주별 (토요일에서 금요일 또는 일요일에서 토요일)

Ÿ (3) 1주차 : 총     회,  2주차: 총    회,             3주차: 총    회,  4주차: 총    회
Ÿ 5주차 : 총     회,  6주차: 총    회,             7주차: 총    회,  8주차: 총    회

총 회 (질문: 회, 답변/수정: 회)

Ÿ (4) 온라인 출석 회수 :                 회  /            회  

 오프라인 결석 회수 :          회    &   오프라인 지각 회수 :       회 (결석 1회와 지각 1회는 excuse 합니다)

Ÿ (3) http://sagenb.skku.edu/ 에서 la2015spring, matrix 으로 로그인하여, 실습하고, 제목에 본인이름 달아 공개한 문제 개수:      건 

Ÿ icampus QnA 에서 개선의견이나 오타 찾아서 인정받은 개수  :                     건 

2. (5 pts) Project Proposal <Choose one option from A (and/or B), and mark one on (Yes)   or   (No).>

   (A. I will do PBL Presentation) 본인은 Linear Algebra의 연습문제들을 QnA 에서 풀어서, 담당교수와 동료학생들로부터 

Finalized OK 받은 내용을 모아서 지정된 수업시간에 발표하겠습니다.            Mark  :    (Yes)   or   (No)   <---  표시 

 [B. and/or  (I will do 심화학습 or makeup) Make your project proposal related with linear algebra topics. 

For the proposal B, we will proceed only selected projects which may be 10%~15% in your submissions. (이 중 

10%~15%의 선정된 과제만 기초 자료가지고 만나서 개인학습 합니다.)  지원자는 See me in a week.    

     참고:  http://matrix.skku.ac.kr/sglee/Projects.htm               Mark  :    (Yes)   or   (No)

            Tentative Topic/Title:                                                                  ] 

 (Bonus on your Constructive suggestions) 

   본 Linear Algebra 강의에서 새롭게 배운 내용, 향상된 능력과 더 배우고 싶은 내용 및 앞으로 남은 수업에 대한 건의나 담당

교수에게 하고 싶은 말을 자유롭게 기술하세요. 

- Congratulation!! Most of you have done a wonderful job in this LA class. Thanks~~ -

http://sagenb.skku.edu
http://matrix.skku.ac.kr/sglee/Projects.htm


var('a, b, c, d')                 # Define variables,  변수정의

eq1=3*a+3*b==12              # Define equation1 정의

eq2=5*a+2*b==13              # Define equation2 정의

solve([eq1, eq2], a,b)            # Solve eq’s 연립방정식

A=matrix(QQ, 3, 3, [3, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 3, 4]);     # 행렬정의

x=vector([3, 1, 2])              # Define vector x 벡터정의

A.augment(x)                   #  첨가행렬  [A: x]

A.echelon_form()               # Find RREF 

A.inverse()                     # Find  inverse 역행렬

A.det()                        # Find determinant 행렬식

A.adjoint()                     # Find adjoint matrix

A.charpoly()                    # Find 특성방정식

A.eigenvalues()                 # Find eigenvalues 고유값

A.eigenvectors_right()           # Find eigenvectors 고유벡터

A.rank()                        # Find rank of A의 계수

A.right_nullity()                 # Find nullity of A 

A=random_matrix(QQ,7,7)  # 7차 정사각행렬 유리수 범위에서 랜덤 생성 

bool( A== B)           # A 와 B 가 같은지 확인하여라

P,L,U=A.LU() # LU분해 # (P: Permutation행렬 / L,U:삼각행렬)

var('x, y')                        # Define variables, 변수정의
f = 7*x^2 + 4*x*y + 4*y^2-23     # Define a function ,

implicit_plot( f, (x, -10, 10), (y, -10, 10))   # implicit Plot 타원 

plot3d(y^2+1-x^3-x, (x, -pi, pi), (y, -pi, pi))     # 3D Plot

var('t')                # Define variables, (매개변수방정식)

x=2+2*t              # Define a parametric eq. 

y=-3*t-2

parametric_plot((x,y), (t, -10, 10), rgbcolor='red')  # 함수 Plot

[G,mu]=A.gram_schmidt()    # G-S, 직교벡터를 구하는 명령어
B=matrix([G.row(i)/G.row(i).norm() for i in range(0,4)]); B # 정규화

A.jordan_form()   # A의 Jordan 표준형을 구한다

         <Sample Sage Linear Algebra codes>  

Spring 2015, Intro. Linear Algebra Final Exam (채점용 Solution) Sign

Course Linear Algebra with Sage GEDB003 (42) Prof. Sang-Gu Lee

Major (전공)
Year

학년

Student No.

학번
Name

※ Notice

1. Fill out the above boxes before you start this Exam. 답안 작성전에 학번, 이름 등을 기입하고 감독자 날인
2. Honor Code: 시험 부정행위시 해당 교과목 성적이 "F" 처리됨은 물론 소속학부 징계위원회에 회부될 수 있
습니다.

3. You can go out only after the permission from proctors. 감독위원의 지시가 있기 전에는 고사장 밖으로 나갈 수
없으며, 감독위원의 퇴실 지시가 있으면 답안지를 감독위원께 제출한 후에 퇴실하시기 바랍니다.

4. You may use the following <python / Sage codes> in your answers.

Score (100)

Offline

종합 Exam

85

참여/발표

15

I. (2pt x 15= 30pt)  True(T) or False(F).  Let   ∈×  and x y b ∈   .

1. (   ) 연립방정식 x  b가 해를 가질(consistent) 필요충분조건은 rank   rank ⋮ b   이다.

2. (  )  det     where  










     
     
     

3. ( F )  


 

 
    는 의 부분공간이다.

4. (  ) 임의의 행렬 ∈ × 에 대하여 rank  nullity    이 성립한다.

5. (   )  선형변환     →  이 단사일 필요충분조건은 ker    이다.

6. (   )  차의 정사각행렬 가 대각화 가능할 필요충분조건은 가 개의 일차독립인 고유벡터를 갖는 것이다. 

7. ( T  )   








  

   
     

는 정규(Normal) 행렬이다.

8. (   )  두 정사각행렬  , 가 가역행렬 에 대하여     를 만족하면  Tr   Tr이 성립한다.

9. (   )  행렬 의 특정다항식이      일 때, 행렬  의 고유값은 1과 9이다.   

10. (   )   ∈   에 대하여    는 Hermitian 행렬이다.

11. ( F  ) 벡터 a     에 의해서 만들어지는 hyperplane a⊥ x∈   a ⋅ x의 차원은 a∙ x의 해공간의 차원이므로 3이다. 

12. (   )  행렬 를 대칭행렬로 만들면 이후에 직교대각화가 가능하며, 이를 대각화하는 행렬을 라 하고 xx′으로 치환을 하게 되면 새로운 좌표
계에서는 교차항이 사라지면서 고유값을 계수로 갖는 이차형식으로 표현이 가능해 진다. 이 과정에서 사용되는 내적은  x y   yx ,  복소벡터인 
경우에는  x y   yx   로 정의되어지는 것이 일반적이다.

13. ( F  )  차 정사각행렬 가 유니타리 대각화가능할 필요충분조건은 가 Hermitian (허미시안)행렬인 것이다.
14. (   )  행렬 가 대각선 행렬이면  의 Jordan 표준형   이다. 

15. (   )  Full column rank를 갖는 행렬 의 일반화된 역행렬(pseudo-inverse)은  †  이다.
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II. (2pt x 5 = 10pt) State or Define.  State what you know about the following 5. 

          

1. 다음 개념에서 2개를 골라 자신이 이해한대로 풀어서 서술하시오 .

 ... , x위로의 y의 정사영(projection)과 최단거리를 구하는 문제 사이의 관계, Cauchy-Schwarz 부등식, 

    기본행연산과 기본(Elementary)행렬 사이의 관계,  의 adjoint,  의 Laplace 여인자 (cofactor) 전개, ... 

 http://matrix.skku.ac.kr/2012-LAwithSage/interact/1/vec3.html  정사영

[코시-슈바르츠(Cauchy-Schwartz) 부등식]
 의 임의의 벡터 x , y에 대하여 다음 부등식이 성립한다. 

x⋅ y  ≤ x  y 
단, 등호는 x , y 중 하나가 다른 것의 실수배일 때만 성립한다.

 일반적으로 n차의 정사각행렬 A=[aij]에 대하여 다음이 성립한다.   

따라서 n차의 정사각행렬 A=[aij]의 행렬식은 여인자 전개를 이용하는 (Laplace 여인자 전개라고 불리우는) 다음 정리를 이용하여 구할 수 있다.

2. 다음 개념에서 2개를 골라 자신이 이해한대로 풀어서 서술하시오 .

 ... , Gram-Schmidt 정규직교화(orthogonalization), 유니타리 행렬(Unitary), 허미시안 행렬(Hermitian), 동형사상(Isomorphism), 직교행
렬(orthogonal matrix), eigenspaces(고유공간) , 벡터공간의 기저, 정규행렬(normal matrix), Vandermonde matrix , Generalized 
(pseudo) inverse, Schur 정리, 동형사상, Jordan 표준형(JCF),  ... 

[Schur 정리] 임의의 차 정사각행렬은 자신의 고유값을 대각선성분으로 갖는 상삼각행렬과 유니타리 닮음이다.

         즉,       ∈  ,    (    ). (  :  의 고유값,  : 유니타리 행렬)

차의 정사각행렬  가  ( ≤  ≤  )개의 일차독립인 고유벡터를 가지면  는 다음과 같은 행렬  와 (유니타리) 닮음이다. 

 















⋱


  × 

   즉,    인 유니타리 행렬  가 존재한다. 여기서,  















⋱⋱⋱



 × 

,  (  ⋯   , 

 ≤  ≤  ) 이다. 이때,  를 의 고유값 에 대응하는 하나의 Jordan block이라 하고, 를 의 Jordan 표준형(JCF, Jordan canonical 

form)1)이라 한다. 

3. 선형변환의 기하학적 의미를 서술하시오 .

선형변환의 기하학적 의미는  상의 “u와 v를 잇는 선분을 상의 u와 v를 잇는 선분으로 보내는 함수”라는 것이다. 위의 두 성
질을 선형성(linearity)2)이라고 부르기도 한다.

4.  안의 6개의 일차독립인 벡터들이 주어졌을 때 이로부터   정규직교기저를 구하는 과정에 대하여 서술하여라 .

(예) 다음  
의 부분집합이 일차독립임을 보이고 이들을 정규직교화 하여라.

v ,v ,v ,v ,v , v 

Sol) Sage : http://sagenb.skku.edu/home/pub/649

(1) 일차독립임을 보이기

x1=vector([0,0,1,0,0,0])
x2=vector([1,0,1,1,0,1])
x3=vector([1,1,2,1,3,1])
x4=vector([1,0,0,2,1,1])
x5=vector([1,2,4,0,0,1])
x6=vector([0,0,2,1,0,1])
A=matrix([x1,x2,x3,x4,x5,x6])
print A.nullity()

0

1) Jordan 표준형을 Jordan normal form이라고 하기도 한다. (http://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_canonical_form 참고)
2) 선형(linear)의 어원은 선을 의미하는 라틴어 linearis이다.

http://matrix.skku.ac.kr/2012-LAwithSage/interact/1/vec3.html
http://sagenb.skku.edu/home/pub/649
http://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_canonical_form%EC%B0%B8%EA%B3%A0
http://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_canonical_form%EC%B0%B8%EA%B3%A0
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이는 v v v v v v을 행벡터로 갖는 행렬 의 rank가 6이고, dimRow   임을 의미하므로 6개의 벡터는 일차독립이다. □

(2) 정규직교화 하기

① 직교기저 찾기

[G,mu]=A.gram_schmidt()
print G

[     0      0      1      0      0      0]

[     1      0      0      1      0      1]

[     0      1      0      0      3      0]

[  -1/3  -3/10      0    2/3   1/10   -1/3]

[ -5/23  30/23      0  10/23 -10/23  -5/23]

[  -1/2      0      0      0      0    1/2]

② 정규직교기저 찾기

B=matrix([G.row(i)/G.row(i).norm() for i in range(0,4)]); B

[0 0 1 0 0 0]

[1/3*sqrt(3) 0 0 1/3*sqrt(3) 0 1/3*sqrt(3)]

[0 1/10*sqrt(10) 0 0 3/10*sqrt(10) 0]

[-10/23*sqrt(23/30) -9/23*sqrt(23/30) 0 20/23*sqrt(23/30) 3/23*sqrt(23/30) -10/23*sqrt(23/30)]

[-1/2*sqrt(2/23) 3*sqrt(2/23) 0 sqrt(2/23)-sqrt(2/23)    -1/2*sqrt(2/23)]

[-sqrt(1/2) 0 0 0 0 sqrt(1/2)]

따라서

zx

x
 , zx

x
 


  


 

 ,

zx

x
 





,

zx

x
 

 




  

 




  

 




 

 




 

 



 ,

zx

x
  

 




 




 




 




  
 


 ,

zx

x
 


    

  ∎

(3) 직교행렬임을 확인

print B*B.transpose()
print
print B.transpose()*B

[1 0 0 0 0 0]
[0 1 0 0 0 0]
[0 0 1 0 0 0]
[0 0 0 1 0 0]
[0 0 0 0 1 0]
[0 0 0 0 0 1]

[1 0 0 0 0 0]
[0 1 0 0 0 0]
[0 0 1 0 0 0]
[0 0 0 1 0 0]
[0 0 0 0 1 0]
[0 0 0 0 0 1]

Comment

첫 번째 과정에서는 문제에서 제시된 여섯 개의 벡터가 일차독립임을 보이기위해서 그 벡터들을 행벡터로 갖는 행렬의 Nullity를 조사하였고 Nullity가 0이

므로 Rank-Nullity 정리에 의해 Rank가 6임을 확인 할 수 있었다.

두 번째 과정에서는 먼저 Sage의 명령어를 통해 직교기저를 구한 뒤, 정규화를 하여 정규직교기저를 구하였다.

사실상 두 번째에서 풀이가 마무리되지만 마지막 세 번째 과정에서 앞에서 구한 정규직교기저가 직교기저인지 확인하기위해 전치행렬과 곱하였고 그 결과

가 단위행렬임을 확인 할 수 있었다.

5. 행렬의 대각화에 대하여 아는 대로 서술하시오 .

차의 정사각행렬 가 대각화가능할 필요충분조건은 행렬 의 모든 고유값의 대수적 중복도와 기하적 중복도가 같을 조건이다.
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III. (3pt x 12 = 36pts)  Find or Explain :  
 

1.  (python/ Sage) Find : Vandermonde 행렬식을 이용하여 다섯 개의 점 (1, 3), (2, 3), (3, 5), (4, 8), (5, -7)를 지나는 4차 다항식의 방정식 
  의 계수     를 구하는 문제의 경우 ① Vandermonde 행렬을 이용하면,  x y where 













    
    
    
    
    

, x
















, y
















 라고 쓸 수 있다.   이 때 행렬 의 첨가행렬,  RREF, 행렬식, 역행렬, 특성방정식, 고윳값 , 고유

벡터, Rank, Jordan 표준형(JCF) 을 구하라는 요청을 받았다면 어떻게 구할지 Step별로 빈칸에 상세하게 서술하여라. (Fill out the blanks)

Sol)  a)   

     

 1) Step 1: (예) 인터넷에 접속하여  http://sagenb.skku.edu/ or http://math1.skku.ac.kr/ 등의 Sage 서버로 접속한다.

 2) Step 2: ID 와 PW를  입력하여 접속한다.

 3) Step 3: “새 워크시트” 버튼을 누른다.

 4) Step 4: 첫번째 셀에 유리수(QQ) 형식으로 행렬 를 다음과 같이 정의한다. 

                  A = matrix(QQ, 5, 5, [1, 1, 1, 1, 1, 16, 8, 4, 2, 1, 81, 27, 9, 3, 1, 256, 64, 16, 4, 1, 625, 125, 25, 5, 1])

5) Step 5: 두번째 셀에 첨가행렬 [A: x]를 구하는 명령어 A.augment(x)          를 입력하고, 실행한다.   

 5) Step 6: 세번째 셀에 RREF 를  구하는 명령어          A.echelon_form()        를 입력하고, 실행한다.   

 6) Step 7: 네번째 셀에 det (행렬식)을 구하는 명령어     A.det()                  를 입력하고, 실행한다.  

 7) Step 8: 5번째 셀에 inverse(역행렬)을 구하는 명령어  A.inverse()               를 입력하고, 실행한다. 

 8) Step 9: 6번째 셀에 특성방정식을 구하는 명령어        A.charpoly()              를 입력하고, 실행한다.  

 9) Step 10: 7번째 셀에  eigenvalues를 구하는 명령어     A.eigenvalues()          를 입력하고, 실행한다. 

 10) Step 11: 8번째 셀에 eigenvectors를 구하는 명령어   A.eigenvectors_right()     를 입력하고, 실행한다. 

 11) Step 12: 9번째 셀에 Rank 를 구하는 명령어         A.rank()                 를 입력하고, 실행한다.

 12) Step 13: 10번째 셀에 Jordan 표준형 구하는 명령어    A.jordan_form()        를 입력하고, 실행한다.

 13) Last step : 원하는 결과를 프린트하라고 명령어 (print 대상이름) 을 주면 됩니다! 

    b)  이제 Sage 를 이용하여   을 찾아보자.

① Sage 결과를 통해 Vandermonde 행렬 의 determinant가 288 (영이 아님) 임을 확인하였으므로, 역행렬이 존재하고,

③ Sage를 이용해 양 변에 
을 곱하여 x 를 구한다. (아래의 빈칸을 채워라.)

A = matrix(QQ, 5, 5, [1, 1, 1, 1, 1, 16, 8, 4, 2, 1, 81, 27, 9, 3, 1, 256, 64, 16, 4, 1, 625, 125, 25, 5, 1])

y = matrix(QQ, 5, 1, [3, 3, 5, 8, -7])

print A.inverse() * y

[ -3/4]

[ 22/3]

[-97/4]

[ 98/3]

[ -12]

∴    











 ∎

http://sagenb.skku.edu
http://math1.skku.ac.kr
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2.  이차형식 는 대칭행렬을 이용하여 xx 꼴로 나타내면, xx     











 







 



 















이다.

3. 두 벡터 u   , v   에 대하여 유클리드 내적 u ∙ v  vu 를 구하여라.

답 :   

4. 정사영에 대응하는 선형변환 x  proj ax x의 표준행렬 는  aa
 aa 이다. 아래는 벡터 a   에 의해 생성되는

 의 직선에 대한 정사영 의 표준행렬 를 구하는 과정이다. 행렬 의  성분을 

로 나타낼 때,  를 아래에 기입하시오. (단,

와 는 서로소이다)

Sol) aa    











  이고, aaT












    









  

  
  

이므로 표준행렬 의  성분은 다음과 같다. 

=


답 :  = 

5.  [Find] 선형연산자     →  가 임의의 벡터 x ∈ 에 대하여 원점을 지나는 기울기가 인 직선에 대칭시키는 변환인 경우 변환행렬 
  e   e  를 아래 그림을 보고 구하여라. [그림: 기울기가 인 직선에 대한 대칭이동에 따른 표준기저들의 images]

(Sol)   e   e  










cos cos

 

sin  sin

 




 


cos sinsin  cos 이다. ■

6. 선형변환    → 
을 





   

 


 

 
로 정의하자 .  

의 기저  를 표준기저  이라 하고, 또 다른 기저

  y


 




 y



 




 라 할 때, 전이행렬 을 이용하여 ′      
     

   를 구하여라.

Sol) 표준기저   e

 



 e


 


 에 관한 의 표준행렬을 라 하면 



 


 

 
이고, 기저 에서 표준기저 로의 전이행

렬을   
  라 하면   y  y  


 


 

 
이므로 




















 


이다.

∴ ′  




















 




 


 

 


 


 

 


















 





■
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7. 선형변환  :  →  가 


































 
 
 



로 정의되고   vvv   v′v′v′v′를 각각    의 순서기저로

v











,v












,v












,v′ 
















,v′ 















,v′ 















,v′ 















일 때, 기저 에 대한 의 행렬표현   
 를 구하여라 .

Sol) v 
















v 











 
 



v 
















이다. 실수 (  )에 대해
















 v′ v′ ′ v′ ,










 
 



 v′ v′ v′ v′ ,















 v′ v′ v′ v′

Sage 이용하여 연립방정식을 풀면  ,    ,  이므로

∴   
 











  
  
   
   

■

8. 다음에서 주어진 행렬 의 영공간의 기저와 nullity( )를 구하여라 .

 










      
      
      

Sol)

임의의 x  ∈ 에 대해 x  의 첨가행렬  ⋮ 의 RREF  ⋮ 을 구하면 다음과 같다.

 ⋮  








       ⋮ 

      ⋮ 
     ⋮ 

따라서 자유변수는  ,  , 이고 임의의 실수   에 대해   ,    ,   라고 하면 일반해를 다음과 같이 나타낼 수 있다.







































 













 



 











 







따라서 해공간의 기저와 차원은 각각 다음과 같다.

 








































 















 













, nullity( ) = 3 ■

9. Explain why the detadj det   for any  ∈ with  .

(Sketch of Proof)

1) 가역행렬일 경우 : 역행렬 은 다음과 같이 정의 됩니다. 
 adj (Bigbook page 134)

따라서 det  det
 adj  


detadj ⋯ ① ∵ det  det 는임의의실수

그리고 det 


⋯ ② (Bigbook 정리 4.1.13 page 129)

②식을 ①식에 대입하면, 


 


detadj

양변에  을 곱해주면,

∴   detadj

2) 비가역 행렬일 경우: 비가역 행렬 A의 행동치에는 모든 성분이 0인 행 또는 열이 존재하거나, 서로 비례관계에 있는 행 또는 열이 존재

하게 됩니다. 모든 성분이 0인 행 또는 열이 존재하는 행렬일 경우 수반 행렬에도 역시 모든 성분이 0인 행이나 열이 존재하게 되어 행렬

식은 0이 됩니다. 또한 서로 비례관계에 있는 행 또는 열이 존재하는 경우 역시 수반행렬에 같은 행이나 열이거나 부호가 각각 -1배 된

행 또는 열이 존재하게 되어 행렬식 역시 0이 된다. 따라서 det이고 detadj  이므로 등식이 비가역 행렬일 경우에도 성립한다.

따라서 행렬 가 가역이거나 비가역일 경우 모두 등식이 성립하므로, ∴ det  detadj ■
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A=matrix(QQ,[[6,-4],[8,-2]])

print A.eigenvalues()

print A.eigenvectors_right()

[2 - 4*I, 2 + 4*I]

[(2 - 4*I, [(1, 1 + 1*I)], 1), (2 + 4*I, [(1, 1 - 1*I)], 1)]

10. 행렬  











   
   
   
   

에 대한 대각화 가능성을 판정하고 대각화 가능한 행렬인 경우 대각화시키는 행렬  와

그에 대응하는 대각선행렬 를 구하여라 .

Sol) Sage 이용하여 1) 행렬 의 고윳값과 고유벡터를 구한다.

print A.eigenvectors_right()

[(4, [(1, 1, 3/4, 1/4)], 1),
(0, [(0, 0, 1, -1)], 1),
(1, [(1, 0, 0, -1), (0, 1, 0, -1)], 2)]

∴ 행렬 의 각각의 고윳값에 대하여 대수적 중복도와 기하적 중복도가 같으므로 대각화가 가능한 행렬이다. □

위의 정보를 이용하여 행렬 를 대각화 시키는 행렬  와 그에 대응하는 대각선행렬 를 다음과 같이 구할 수 있다.

∴  











   
   
   
      

,  











   
   
   
   

11. 복소수 고윳값을 가지는 행렬  


 


  

  
에 대하여 고윳값들과 그에 대응하는 고유벡터

x


 




 
, x



 




 
를 아래 명령어로 구했다.

이 결과를 이용하여,      를 만족하는 가역행렬 와 대각선 행렬  를 구하여라.

∴  


 


 

   




 


 

 

12.  











    
    
     
     

의 Jordan 표준형을 구하여라.

Sol) http://math1.skku.ac.kr/home/pub/2366

A=matrix(QQ,[[2,-4,2,2],[-2,0,1,3],[-2,-2,3,3],[-2,-6,3,7]])

print A.eigenvalues()

[4, 4, 2, 2]

의 고윳값을 구한 결과    가 대수적 중복도 2를 갖고, 가 대수적 중복도 2를 갖는 것을 알 수 있었다.

A=matrix(4,4,[2,-4,2,2,-2,0,1,3,-2,-2,3,3,-2,-6,3,7]);

E=identity_matrix(4);

print (A-2*E).rank()

print (A-4*E).rank()

print ((A-4*E)^2).rank()

2

3

2

http://math1.skku.ac.kr/home/pub/2366
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다음과 같이  의 rank는 3이기 때문에,    rank  =   ,따라서 의   이다. 또한 대수적 중복도에 의해 는 1

인 것을 알 수 있다.

    　 ∙ (Jordan block의 개수 : 1)

    　 ∙
또한 rank    이기 때문에,    rank       , 즉 의   이다.

    ∙ ∙ (Jordan block의 개수 :　2)

∴  











   
   
   
   

■

IV. (9pt)  Explain or give a sketch of proof.

1. [Prove] 행렬 ∈ 가 반(skew)-Hermitian 행렬이면 의 모든 고윳값은 순허수임을 보여라.

Sketch of proof.) 가 반(skew)-Hermitian 행렬이므로   

한편, 복소벡터 x∈  에 대하여 xx은 × 행렬이 된다.

xx xx  xx  x x xx
따라서 xx는 순허수가 된다. 의 고윳값을 라고 하고 이에 대응하는 고유벡터가 x일 때, 즉 x x

xx xx xx ∥x∥

x는 고유벡터이므로 이 아니므로 고윳값을 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  ∥x∥

xx

이 때 분모는 실수이고 분자는 순허수이므로 는 순허수가 된다. 따라서 반(skew)-Hermitian의 고윳값은 순허수이다. ■

2. [Prove] 가 의 두 행을 바꾸어서 얻어진 행렬일 때,   임을 보여라.

Sketch of proof.)   ​​가   의  행과  행을 바꾸어서 얻어진 행렬이라 하자. (   )

   , ​  ​이고,≠  일 때,   이다.

  
∈

         (정의에 의하여)

 
∈

        

 
∈

         ---(1)

  
∈

         ---(2)

  

(2)식에서는 바로 위의 식(1)의   를   로,   ​를   ​로 바꾼 것인데 이때, 치환 에서  가 로 이  로 바꿨습

니다. 즉 치환 에서 두 수의 자리를 바꿨다는 얘기이고, 그러면 정리 4.1.1에 의해서 - 가 붙게 된다.

참고 :

Sketch of proof.) sgn함수의 부호를 결정하는 과정에서 두 수 사이에 t개의 수가 있다고 가정할 때 반전의 개수가 항상 (2t+1)번, 즉 홀수

번 변하게 되어 부호가 바뀌는 것입니다,
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Online 참여

15V. Participation and more (15점) :     Name (본인 이름):                                

 

A.  (5점) Your Constructive suggestions 

   본 Linear Algebra 강의에서 새롭게 배운 내용, 향상된 능력 중 기억나는 주요 내용과 

이번 학기 Flipped/PBL 수업에 대한 개선의견 이나 담당교수에게 하고 싶은 말을 자유롭게 기술하세요. 

B.  (10점) Participations  

QnA 참여 회수, Online 참여점수, Sage 서버 참여점수 , 교재 개선의견 참여점수 , OH 참여, 수업 중 질문과 답변 참여 등에 근거하

여, 각 학생이 취득한 점수

    (Final PBL 보고서를 제출한 학생은 아래 부분은 쓰지 않아도 됩니다. 아닌 학생은 스스로 점수를 주셔도 됩니다.)

a. (5 pts) Participation records 점수 ( /5 점)

b. (5 pts) PBL or/and Project Presentation 발표 점수 ( /5 점)

- Wonderful! You passed the course. Have a great Summer. Congratulation!! -


