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미적분학의 기본정리의 교수학적 분석에 기반을 둔

지도방안의 탐색

김 성 옥 (한동대학교)

정 수 영 (둔촌고등학교)

권 오 남 (서울대학교)

미적분학의 기본정리는 미분과 적분을 연결하는 중요한 정리로서 다양한 개념적 요소들을 포함하고 있고 그 가

운데 학생들이 이해하기에 쉽지않은것들이있어교수학적 연구대상으로 관심을 끌어 왔다. 본 연구에서는 미적

분학의 기본정리의 이해의 요소와 인지과정에 바탕을 둔 교수학적 대안을 제시하기 위해 미적분학의기본정리의

역사적 발달과정과 선행연구를 통하여 미적분학의 기본정리의 이해의 요소를 알아보고, 미적분학의 기본정리의

증명과정에서 누적함수와 변화율 개념을 분석하였다. 이를 바탕으로 미적분학의 기본정리의 지도방법에 대한 교

수학적 대안과 교육적 시사점을 제안하였다.

I. 서 론

1)

미적분학의 기본정리는 미분과 적분을 연결하는 중요한 정리로서, 연속함수의 경우 그 정적분으로 원

시함수를 나타낼 수 있어, 미분과 정적분이 일종의 역함수 관계가 있음을 말해 주며, 원시함수를 이용하

여 정적분 계산을 할 수 있게 해준다. 이 정리는 미분방정식의 해를 찾는데 기여하는 등 여러 가지로

응용된다. 예를 들면, 정적분으로 주어진 함수

 




sin  

는 미분방정식 ″    의 해가 됨을 볼 수 있다. 또한, 이 정리를 2차원 혹은 3차원으로 확장한,

보존장(conservative field)의 잠재함수(potential)를 이용한 선적분, Green의 정리, 발산 정리 혹은 좀 더

일반적인 Stokes의 정리 등은 전자기학이나 유체역학 등 공학의 기초에 있어서도 매우 중요한 역할을

한다.

이 정리는 비교적 단순해 보이나 다양한 개념적 요소들이 연관되어 있어 교수학적 연구가 여럿 나와
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있다(예를 들면, 정연준(2010), Artigue(1991), Tall(1997), Thompson(1994) 등). 그러나 학습자의 인지과

정에 바탕을 둔 교수학적 대안에 관한 연구는 거의 없다.

이에, 본 논문에서는 미적분학의 기본정리의 이해에 대한 기존의 연구를 분석하여 이 정리에 관련된

이해의 요소와 학습자의 인지과정에 바탕을 둔 교수학적 대안을 제시하고자 한다. 먼저 이 정리의 내용

과 증명을 살펴 본 다음 이 정리에 대한 여러 가지 교수학적 연구 결과들을 분석한다.

II. 미적분학의 기본정리와 증명

미적분학의 기본정리는 다음 두 가지 형태로 나타나며 이 둘은 서로 동치인 명제이다:

미적분학의 기본정리. 함수    → 는 열린구간  에서 연속이고, ∈ 라고 하자.

(1) 

 




  이다.

(2)  ′  인 함수    → 이 존재하면, 




   이다.

먼저 (1)과 (2)가 동치임을 보인다.

(1)⇒ (2):  




 로 두자.  ′     ′이므로, 어떤 상수  가 있어서

   이다.   이므로,      를 얻고,

     , 즉,  




  를 얻는다.

(2)⇒ (1):  ′  이고




  이라면  




 이므

로  


 







   
 





 을 얻는다.

다음은 널리 알려진 (1)의 증명 중 하나이다:  




 로 두자. 연속함수의 최대최소값 정

리에 의해 m in은 가  에서 최소값을 갖는 점이고 m ax은 가  에서 최대값을 갖는

점이라고 하면

m in ≦








≦ m ax 
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이고 중간값 정리에 의해








 인 점 가 와  사이에 존재한다. 따라서 어떤 수 가

와  사이에 있어서



  









  

가 되게 한다. →일 때 가 연속이므로  는  로 다가간다. 즉, 극한 기호를 쓰면

 ′   lim
→ 



  
 lim

→




 





 lim
→

    

로서 (1)이 성립한다.

다음은 (2)를 직접 증명하는 방법의 하나이다(Larson, Hostetler & Edwards, 2002): 평균값정리에 의

해   

    
 

  인 
가  과  사이에 있으므로 구간  를 개의 작은 구

간으로 등분하여    ,   로 두면

   
  



      
  




     

로서 임의의 에 대해 위의 등식이 성립하고, 가 연속함수로서 정적분 가능하므로

   lim
→∞


  




      







를 얻는다. 이 증명은 가 연속함수가 아니어도 리만적분 가능한 함수이기만 하면 성립한다. 연속성

보다 약화된 조건인 리만적분가능성을 만족하는 함수의 대표적인 예로서 구분적으로 연속(piecewise

continuous)인 함수를 들 수 있다.

(보기:     ≦ 
   

)

미적분학의 기본정리 (1)은 연속함수의 원시함수가 존재함을 보여준다. (2)는 원시함수를 이용하여 함

수의 정적분을 계산 할 수 있음을 보여준다. 또한, (1)과 (2)는 정적분과 미분이 일종의 역함수 관계임을

보여준다.

이제 이 정리를 이해하는데 필요한 요소들을 살펴보고자 한다.

김 성 옥․정 수 영․권 오 남894

III. 미적분학의 기본정리에 대한 역사적 고찰

미분과 적분은 Newton과 Leibniz에 의해 본격적으로 발달되었다. Toeplitz(2006)는 미분과 적분의 관

계가 등가속도 운동에 대한 시간-속도 그래프 아래의 넓이를 구하는 문제에서부터 점진적으로 인식되었

다고 보았는데, 운동학적 맥락에서 인식된 미분과 적분의 관계는 함수개념의 발달 및 Cauchy의 공로로

현재와 같은 모습의 미적분학의 기본정리로 정리되었다. 정연준(2010)은 이 정리의 역사적 발생과정을

기하적 단계, 대수적 단계, 그리고 형식화 단계로 나누어 자세히 관찰한 바 있다. 이를 기초로 하여 이

장에서는 시대 순으로 미적분학의 기본정리의 아이디어가 구체화되고 완성되는 과정을 간략히 살펴본

다.

1. 미적분학의 기본정리의 발견의 초기단계

Toeplitz(2006, 133-5)는 미적분학의 기본정리의 발견을 가능하게 했던 연구로 Galilei의 낙하 실험을

들고 있다. Galilei는 등속도 운동인 경우 그 물체가 움직인 거리가 직선 아래의 넓이임을 알고 있었다

(<그림 1>) 참조). 낙하운동이 등가속도 운동일 때, 속도는 시간 에 비례한다고 생각하였다. 곧   

라고 가정하고, 직선   에 이르는 모든 세로선의 합 즉, 직선 아래의 빗금친 부분의 넓이는 움직인

전체의 거리와 같다고 보았다(<그림 2> 참조). 이를 바탕으로 이동한 거리는 


이 됨을 추론하였다.

이 넓이는 순간 에서 속도를 나타내는 수선인 불가분량의 합이 되고, 이동거리의 순간변화율은 수선의

길이인 순간속도가 된다. Galilei는 낙하실험에서 등가속도운동을 한다는 가정과, 시간-속도 그래프에서

불가분량의 개념을 수용하여 미적분학의 기본정리에 대한 아이디어를 얻게 되었다.

<그림 1> 등속도 운동에서 <그림 2> 가속도 운동에서

움직인 거리 움직인 거리

17세기에 해석기하학이 확립되면서 고대로부터 내려온 곡선으로 둘러싸인 도형의 넓이를 구하는 문

제는 곡선 아래의 넓이를 구하는 문제로 변화되었고, 곡선   에 대한 연구가 시작되었다. Cavalieri
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는 불가분 개념에 기초하여 0에서 까지의    아래의 넓이 가  


  

  ⋯ 라는 사실을 기하적으로 유도하였고, 비슷한 시기에 Torricelli, Pascal, Fermat가 독립

적으로 또는 각기 다른 방법으로 이 결과를 얻고, 또한 의 값을 음수, 유리수, 무리수까지도 포함하도

록 확장하였다(Boyer, 2004, 136, 143). 여러 수학자들이 적분법에 대한 일반적인 대수법칙을 유도하였으

나, 미분과 적분의 관계에 대한 인식에는 이르지 못하였다. 이에 대해, Boyer(2004, 187)는 Fermat가 포

물선과 쌍곡선에 대한 접선과 구적법의 문제가 역관계를 갖는다는 것을 인식하였으나, 그 과정을 단순

히 기하적인 문제들의 해법으로만 생각했기 때문에 그 과정의 보편성을 알아차리지 못하였고, 미적분학

의 기본정리로 발전시키지 못하였다고 보았다.

2. 미적분학의 기본정리의 완성단계

미분과 적분의 기본적인 관계는 Barrow에 의해 뚜렷하게 인식되었다. Barrow는 Galilei의 연구 결과

를 이어받아 속도함수와 거리와의 관계에서 나타나는 미적분학의 기본정리를 발견하고,『기하학 강의

(Geometrical Lectures)』에서 단조증가함수에 대하여 그래프와 축 사이의 넓이 함수의 접선의 기울기

가 원래 함수의 함숫값과 일치한다는 것을 기하학적으로 증명하였다(Katz, 1993, 457-60). 이 관계를 현

대적으로 표현하면 다음과 같다.

함수 가 ≤ ≤ 에서 ‘연속’이고 단조함수일 때,

 




라고 할 때, ′  이다(Toeplitz, 2006, 152).

Barrow는 접선문제와 넓이문제가 서로 반대의 관계에 있다는 사실을 명확하게 이해하였으나 기하학

적 방법에 집착하였고, 관련된 연산들을 해석학적으로 충분히 발전시키지 않아서 이 관계를 이용하여

정적분 및 넓이 계산을 할 수 있다는 사실은 발견하지 못하였다(Boyer, 2004, 211).이 사실은 Newton과

Leibniz에 의해 인식되었는데, Courant(2003)은 Newton과 Leibniz의 가장 큰 공헌을 ‘주어진 곡선에 접

하는 접선을 찾는 문제’와 ‘곡선의 내부의 넓이를 구하는 문제’인 미분과 적분의 기본적이고 근본적인 두

문제 사이의 관계를 명확하게 규정지은 것으로 보았다.

Newton은 곡선 아래의 넓이가 무한소 사각형의 합이라는 아이디어와 미분법의 역과정을 이용하여

넓이를 구하였다. 그는 곡선과 곡선 아래의 면적에 대한 일반적인 식을 유도하였는데, 이 과정에서 곡선

아래의 면적에 대한 함수가 주어졌을 때, 그 면적의 순간증가를 생각하고 이를 이용하여 곡선의 식을

얻어내는 방법을 사용하였다(Boyer, 2004, 220). Newton은 면적의 변화율이 곡선의 세로 좌표와 같다는

사실을 이용하여 해석학적으로 구적법을 확립하고, 구적법에 대한 보편적인 계산법을 완성하였다.

Leibniz는 무한소 해석학을 바탕으로 구적법 및 접선에 대한 연구를 하였는데, 가로 좌표와 세로 좌표의

차들이 무한히 작아질 때, 곡선의 접선이 그 차들의 비에 의존한다는 것과 구적법은 가로좌표에 있는

무한소 구간에 대한 세로좌표 또는 무한히 가는 직사각형의 합에 의존한다는 것을 인식하고, 미분과 적
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분의 관계를 차와 합사이의 관계로 언급하였다. 차와 몫에 대한 규칙을 확립한 후에, Leibniz는 모든 정

수 에 대하여 의 적분을 미분의 역관계를 이용하여 구하였다(Boyer, 2004, 236-7). 특히, Leibniz는

미적분학의 기본정리를 오늘날 사용되는 기호와 용어를 사용하여 최초로 형식화하였다(Kline, 1972).

Newton과 Leibniz는 넓이를 주어진 함수의 원시함수를 이용하여 계산할 수 있다는 것을 파악하였으며,

이러한 발견을 통해서 이전에 독립적으로 발전하였던 미분과 적분을 하나의 보편적인 계산법으로 통합

하였다.

18세기에는 Newton이나 그 이전 사람들이 생각했던 무한히 작은 값이나 무한히 합하는 과정은 심각

한 도전을 받게 되었다(Boyer, 2004, 262). Newton과 Leibniz이후에 Bernoulli, Lagrange, Bolzano와 같

은 많은 수학자들은 적분을 합의 극한이 아닌 미분의 역으로 정의하였는데, 불연속함수의 적분을 미분

의 역 개념으로 설명할 수 없었고, 부정적분이 존재하지 않는 함수가 발견되면서 부정적분의 개념만으

로는 적분을 설명할 수 없게 되었다(Kline, 1972, 956-8). Cauchy는 극한을 기초로 한 미적분학의 체계

속에서 적분을 정적분이라는 이름으로 부분합의 극한으로 정의하였고, 오늘날과 같은 해석학적인 증명

을 하였다(Katz, 1993, 648).

IV. 미적분학의 기본정리의 개념 학습에 대한 분석

미적분학의 기본정리에는 다양한 수학적 개념이 관련되어 있다. 이 장에서는 선행연구를 통해 미적분

학의 기본정리의 이해의 요소와 적용되는 사고과정을 살펴보고, 공통적으로 강조되고 있는 이해의 요소

가 증명과정에 어떻게 적용되어 있는지를 분석해보고자 한다.

1. 미적분학의 기본정리의 학습에 있어서 사고과정과 개념 분석틀

미적분학의 기본정리의 중요성과 학생들이 겪고 있는 이해의 어려움으로 인해 미적분학의 기본정리

의 지도법에 대한 연구가 계속되어 왔다. 주로 학생들의 능동적인 학습을 지원하는 지도법에 대한 연구

가 이루어져왔고, 특히, 그래픽 계산기, 컴퓨터 등 공학기기를 활용하려는 시도가 활발히 이루어졌다(예

를 들면, Gordon(1991), Hong(1999), Suzuki(2003)). 또한, Thompson(1994), Carlson, et al.(2003),

Smith(2008)는 미적분학의 기본정리에 관련된 수학적 개념과 사고활동에 대한 연구를 하였다.

Thompson(1994)은 학생들의 미적분학의 기본정리의 이해와 관련한 어려움의 원인으로 함수, 평균변

화율에 대한 이해의 부족을 지적하고, 무한소 변화량과 변화율 개념이 미적분학의 기본정리 이해의 핵

심이 된다고 분석하였다. 이를 바탕으로 미적분학의 기본정리의 개념적 이해를 개발하기 위한 4단계를

제안하고, 교수실험을 하였다. 4단계는 1) 함수의 그래프에 대한 이해, 2) 고정된 길이의 구간 위에서 평

균변화율에 대한 이해, 3) 리만합 개념에 기초한 변화량의 누적에 대한 이해, 4) 변량의 누적과 누적의

변화율 사이의 관계에 대한 이해로 이루어져 있다. 무한소, 변화율, 함수개념의 학습을 통해 미적분학의
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기본정리의 이해를 도모하고자 한 Thompson의 실험이 결론적으로는 만족할만한 결과를 얻지 못하였지

만, 이를 통해 그는 미적분학의 기본정리를 이해하기 위해서는 변화율, 무한소에 대한 이해가 우선되어

야 하며, 누적 조각(accrual)이 곱의 구조를 가지고 있으며, 전체 누적량은 곱의 구조를 지닌 무한소 조각

(infinitesimal accruals)에 의해 만들어짐을 이해하는 것과 공변추론능력(covariational reasoning)이 필

요하다고 제언하였다.

Carlson, et al.(2003)은 Thompson(1994)이 미적분학의 기본정리 이해의 요소로 지적한 누적량, 변화

율, 공변추론에 기호적 요소를 추가하여 미적분학의 기본정리의 이해와 개발을 위한 분석틀을 만들고,

이를 토대로 학생들의 이해와 추론능력을 분석하였다. 이 분석틀은 다음의 4가지 영역으로 구성되어 있

다: 미적분학의 기본정리를 이해하기 위한 기본적 이해와 추론능력(Part A), 누적되는 조각에 대한 공변

추론(Part B), 부정적분과 정적분의 기호에 대한 이해(Part C), 미적분학의 기본정리 명제와 관계에 대한

이해(Part D). 그들은 이 분석틀을 사용하여 미적분학의 기본정리의 개념적 기호적인 면에 관련한 학생

들의 이해와 추론능력을 분석하였고, 이 과정에서 Part B와 Part D의 정교화를 제언하였다.

Smith(2008)은 누적을 이해하는 정신활동으로서의 공변추론을 강조한 Carlson, et al.의 분석틀에 기

초하여 미적분학의 기본정리에 대한 학생들의 이해를 도모할 수 있는 교수학습활동을 개발하고, 학생

의 문제해결과정을 통해 사고과정을 분석하였으며, 이 과정에서 분석틀을 정교하게 만들었다. Smith가

제안한 분석틀은 Carlson, et al.의 분석틀에 정적분의 형식적 정의와 누적의 변화율, 누적조각의 곱의

구조에 대한 정신적 활동을 추가하여, 기본적 이해와 추론능력(Part A), 공변추론과 정신적 활동(Part

B), 기호적 측면(Part C)으로 이루어져 있다.

요약하면, Thompson(1994), Carlson, et al.(2003), Smith(2008)는 교수실험을 통해 미적분학의 기본정

리의 이해와 문제 해결과정에서 나타날 수 있는 다양한 사고과정과 개념을 추출해냈다. 그들의 분석틀

에서 강조하고 있는 것은 누적함수(accumulation function), 누적함수의 변화율, 관계된 사고활동, 기호

등으로 요약할 수 있고, 이들의 분석틀을 비교하면 <표 1>과 같다.
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연구자

요소
Thompson

Carlson, et al.1) Smith2)

이해 추론 이해 추론

함수 함수 FR1 FR1

평균변화율 평균변화율 FU1 FU1

누적

(누적조각,

누적의 과정,

누적량의

변화율)

누적

누적량의 변화율
FU2

FR2

MA1

MA2

MA3

FU2

FU3

FU4

FU5

FU6

FR2

FTMA1

FTMA2

FTMA3

FTMA4

FTMA5

FTMA6

FTMA7

기호

부정적분

정적분

C-①

C-②

C-③

C-④

미적분의 제 1

기본정리

미적분의 제 2

기본정리

C-⑤

C-⑥

<표 1> Thompson(1994), Carlson, et al.(2003), Smith(2008) 분석틀의 비교

1) Carlson, et al.(2003)은 분석틀에서 기본적인 이해(Fundamental Understanding)는 FU로, 기본적인 추론

(Fundamental Reasoning)은 FR로, 누적되는 양에 대한 공변추론(Mental Action)은 MA로 기호화 하고, 각 영역

의 세부적인 항목은 숫자를 사용하여 구분하였다. Part A는 함수를 투입과 산출의 과정으로 보는 사고(FR1)와

독립변수의 변화량과 누적함수의 순간변화율의 변화를 연관시켜 생각하는 사고(FR2), 평균변화율(FU1)과 누적

조각이 곱의 구조로 이루어져 있음을 이해하는 것(FU2)으로 이루어져 있다. Part B는 누적 함수의 정해진 구간에

서 독립변수의 이산적인 변화량과 누적 함수의 평균변화율을 관련지어 보는 능력(MA1), 정해진 구간의 크기를

작게 만들었을 때, 독립변수의 변화량과 누적 함수의 평균변화율을 관련지어 보는 능력(MA2), 각 구간에서 독립

변수의 변화량과 누적함수의 순간변화율을 관련지어 보는 능력(MA3)으로 이루어져있다. Part C는 부정적분과

정적분 기호에 대한 것으로, 부정적분( )은 가 의 변화율 함수이고, 는 의 역 도함수

(antiderivative)임을 이해하고, 정적분( 




)은 의 값은 구간 에서 함수 와 축

사이의 누적면적을 의미함을 이해하는 것으로 이루어져있다. Part D는 미적분학의 기본정리의 (1)번 형태

( ′  
 





  )를 전체 누적량(




)의 순간변화율이 변화율 함수의 함숫값
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2. 미적분학의 기본정리의 이해의 요소

선행연구에서 강조되고 있는 미적분학의 기본정리의 이해의 요소로는 누적함수와 변화율과 극한 개

념을 들 수 있고, Carlson, et al.(2003)과 Smith(2008)은 학생들의 문제해결과정에 대한 분석을 통해 누

적함수와 변화율 개념에 작용하는 사고 활동과 기호적인 면을 세분화 하였다. 본 절에서는 선행연구에

서 강조되고 있는 누적함수와 변화율 개념이 증명과정에 어떻게 나타나 있는지 알아보고, 이러한 개념

적 요소를 강조하는 것의 의미에 대해 살펴보고자 한다.

2.1.누적함수

Thompson과 Silverman(2008)은 이 누적함수  




가 적분의 이해에 주요 부분을 차

지하며 미적분학의 기본정리를 이해하는데도 중요하다고 보았다. 누적함수는 함수를 이용하여 새로운

함수를 정의한 것이어서 이를 이해하려면 그 모체가 되는 적분뿐 아니라 함수 개념에 대한 이해를 필요

로 한다. Thompson(1994)은 함수에 관한 이미지가 제대로 형성되어 있지 않음이 기본정리의 이해에 장

애 요인이 되고 있음을 지적한 바 있다. Dubinsky와 Harel(1992)도 함수에 대한 학생들의 이해도가 함수

과 같아짐을 이해하는 것으로, 미적분학의 기본정리의 (2)번 형태(




   )를 

의 변화량과 의 누적 면적 사이의 관계로 이해하는 것으로 이루어져있다. 
2) Smith(2008)는 기본적 이해는 FU로, 추론능력은 FR로, 공변추론과 정신적 활동은 FTMA로 기호화하고, 각 영역

의 세부적인 항목은 숫자를 사용하여 구분하였다. Part A는 함수를 투입과 산출의 과정으로 보는 능력(FR1), 누

적함수에서 독립변수의 변화량과 그때의 누적조각을 관련지어 보는 능력(FR2), 평균변화율이 독립변수의 변화량

과 함숫값의 변화량에 의해 얻어짐을 이해하는 것(FU1), 누적조각은 곱의 구조를 가진다는 것을 이해하는 것

(FU2), 누적조각과 전체 누적량은 그래프에서 그래프 아래의 면적으로 일반화된다는 것을 이해하는 것(FU3), 누

적을 이미 누적된 량에 새로운 누적조각을 더하는 과정으로 이해하는 것(FU4), 독립변수의 변화의 구간이 작아

질수록 그 구간의 누적량이 정확하게 얻어짐을 이해하는 것(FU5), 누적함수의 변화량은 독립변수의 변화량과 그

구간안의 한 점에서 함숫값의 곱에 의해 얻어짐을 이해하는 것(FU6)을 제시하고 있다. Part B는 함수의 독립변수

의 변화량과 변화율 함수의 평균값을 관련지어 보는 것(FTMA1), 곱의 구조를 갖는 작은 구간의 누적량을 그 구

간에서 함수의 평균값과 관련지어 보는 것(FTMA2), 독립변수, 함숫값, 누적량의 변화를 관련지어 보는 것

(FTMA3), 전체 누적량을 매우 작은 구간으로 나누고, 각각의 면적을 계산하고, 모두 더하는 과정으로 인식하는

것(FTMA4), 전체 누적의 변화율을 인접한 작은 구간의 누적의 평균변화율에 의해 결정되는 것으로 인식하는 것

(FTMA5), 누적의 변화율은 이전의 누적에 더해지는 구간의 함수의 평균값에 의해 결정됨을 인식하는 것

(FTMA6), 만약 구간이 극한과정을 통해 충분히 작아진다면, 함수의 평균값은 그때의 함숫값과 같아져서, 독립변

수의 특별한 값에서의 함숫값과 누적의 순간변화율은 동등하다는 결과를 산출하게 됨을 인식하는 것(FTMA7)으

로 세분화된다. Part C는 미적분학의 기본정리와 관련된 기호적인 면으로 ①부분합, ②정적분의 정의, ③부정적

분, ④정적분으로 표시된 누적함수, ⑤미적분의 제 2 기본정리, ⑥미적분의 제 1 기본정리의 의미를 이해하는 것

에 관련된 내용들로 구성되어 있다.
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의 정의역과 공역이 실수의 범위에 한정되어 있거나 대수적 표현이 주어져야만 함수로 생각하는 등 극

히 제한적인 데에 머무르고 있다고 하였다.

한편, Thompson과 Silverman(2008)은 누적함수의 이해가 일종의 3차원 곡선

   




 을 이해하는 것과 같다고 하였다. 그는 누적의 개념을 적분 아이디어의

중심으로 설명하고, 누적 함수를 이해하기 위해서는 ‘누적 조각’에 대한 개념화, 극한, 기호에 대한 이해

가 필수적이라고 설명하였다.

Smith(2008)는 미적분학의 기본정리의 이해를 위한 분석틀에서 누적 조각에 대한 이해를 다음과 같

이 세분화하였다: 누적조각을 이해하는 것은 누적조각이 독립변수의 변화량과 그 구간 안의 한 점에서

의 함숫값의 곱으로 이루어져 있고(FU2, FTMA1), 그래프에서 축과 곡선 사이의 면적으로 일반화(FU3)

됨을 알고, 누적의 과정은 지속적으로 일어나며(FU4, FTMA4), 독립변수가 변화하는 구간이 작을수록

그 구간에서 정확한 누적조각을 얻을 수 있다(FU5, FTMA2)는 것을 인식하는 것이다.

Smith의 분석을 증명과정에 적용해 보면, 미적분학의 기본정리에 대한 II장의 증명은 누적조각


      및 누적함수  





 에 대한 이해를 바탕으로 이루어지며, 이 과정을

이해하기 위해서 독립변수의 변화량과 함수의 변화량, 함숫값, 누적되는 양을 관련지어 보는 사고

(FTMA1, FTMA2, FTMA3)를 사용하게 된다. 또한, 이 과정은 누적조각이 곱의 구조로 이루어져 있고

(FU2), 전체 누적량은 구간에서   와 축 사이의 면적이고(FU3), 누적의 과정을 이미 누적된

양에 새로운 것을 더하는 과정(FU4)임을 이해하고, 독립변수의 변화구간을 작게 만들수록 그 구간에서

누적의 변화를 보다 자세히 측정할 수 있음(FU5)을 이해하고, 지속되는 누적의 과정을 이해(FU4,

FTMA4)하는 것을 포함하게 된다.

위의 분석과 같이 증명과정에서 각 요소들을 세분화하여 인식하는 것은 이 후의 증명과정을 이해하는

데 도움이 된다. 예를 들어, 누적조각이 곱의 구조를 지니고 있음을 이해하는 것은 이후의 증명과정에서

변화율의 의미를 이해하는 데 필수적인 요소가 되고, 학생들이 변화량과 변화율에 대한 혼동을 방지하

는데 도움을 준다. Thompson(1994)는 실험에서 원추용기에 담긴 물 부피의 변화율을 구할 때, 학생들은

높이의 무한소적 변화에 대한 부피의 변화율을 단면적으로 해석하기보다는 부피의 극소 변화량을 단면

적이라고 해석하는 경향을 보인다고 지적하였다. 이처럼 부피의 극소 변화량을 단면적이라고 생각하는

것을 Oehrtman(2002)은 극한 개념에 대해 학생들이 갖게 되는 은유의 하나인 차원의 붕괴3)라고 보았다.

Smith는 물 부피를 구할 때의 누적조각이 갖고 있는 곱의 구조를 상기시키면 부피의 높이에 대한 변화

율이 단면적이 됨을 이해하는 데 도움이 된다고 하였다.

3) 차원의 붕괴는 극한값을 원래보다 한 차원 낮은 것으로 생각하는 오개념에 대한 은유이다. 예를 들면

Thompson(1994)의 실험에서 볼 수 있는 것처럼 용기에 담긴 물의 부피를 높이()의 함수로 표현할 때, 높이가

변화가 매우 작아지면, 부피의 변화량이 단면적( )이 된다고 생각하는 것이다.
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2.2 변화율과 극한

II절의 증명을 살펴보면, (1)번의 증명에는

  



 





이, (2)번의 증명에는

   

    
과 같은 함수의 변화율이 등장함을 본다. 결국 미적분학의 기본정리를 이해하려면

어떤 함수 의 에 대한 변화율, 즉,
 

꼴의 변화율이 의미하는 것을 이해하는 것이

중요한 단계임을 알 수 있다. (1)번의 증명에서는 중간값 정리를 써서 이 변화율이 의미하는 것이 주어

진 함수 로 나타남을, 즉,



  



 





  , 는 와  사이의 수,

임을, 그리고 (2)번에서는 평균값 정리를 써서 이 변화율의 의미를 이해하였다:

   

    
 

    ′
 

변화율의 의미를 이해하고 나면 그 다음 단계로 함수 가 연속인 경우, 가 와  사이에 있고 가

로 다가갈 때 가 로 다가간다는, 즉,

lim
→

  

에 들어 있는 극한, 혹은 무한소적 변화에 대한 개념의 이해가 필요하다.

이처럼 변화율, 극한과 연속성 개념을 사용하여 증명하는 과정은 다양한 사고의 과정을 거친다.

Smith의 분석틀에서 상세하게 분석한 변화율과 극한에 대한 사고과정과 이해의 요소를 증명과정에 적

용해 보면, 변화율 개념에서 누적조각이 독립변수의 변화량과 함수의 평균값의 곱의 구조를 갖고(FU2,

FTMA1) 있음을 인식할 때,

  



 





의 값이 의 함숫값  이 됨을 이해할

수 있게 된다. 이러한 사고의 바탕에는 누적함수의 변화율은 결국 인접한 작은 구간의 누적의 평균변화

율에 의해 결정되고(FTMA5), 작은 구간에서 누적함수()의 평균변화율은 함수의 평균값에

의해 결정됨(FTMA6)을 인식하는 것이 깔려있다. 이러한 인식은 누적함수의 순간 변화율을 구할 때, 전

체 구간에 대해 생각하는 것이 아니라 더해지는 새로운 누적 조각에 초점을 맞추고, 그 누적조각의 순간

변화율만 생각하는 것으로 확장된다. 증명과정에서 누적함수의 순간변화율을 구하는 과정은 극한과 연

속성 개념을 사용하여 →일 때 가 연속이므로  는  로 다가가는 것으로 설명하였
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는데, 이 과정을 식으로 나타내면,






 lim
→



  
 lim

→ 




 





 lim
→ 

   

이다. 이 과정은 극한과정을 통해 독립변수의 변화량이 충분히 작아질 때, 함수의 평균값은 특정한 한

점에서의 함숫값과 같아지고, 이것은 누적함수의 순간 변화율과 같음(FTMA7)을 이해하는 것을 포함한

다.

위의 분석과 같이 증명과정에서 변화율 개념 이해의 과정을 세분화하여 설명하는 것은 학생들이 전체

누적의 변화율은 결국 인접한 작은 구간의 누적량의 변화율에 의해 결정되고, 이 변화율은 함숫값과 같

아진다는 것을 인식할 수 있도록 도와준다. 이러한 사고의 과정은 문제해결과정에서 누적조각의 곱의

구조에 대한 이해와 결합되어, 학생들이 변화율의 의미를 쉽게 이해하도록 해 준다.

V. 미적분학의 기본정리의 지도 방안

지금까지 분석한 결과를 바탕으로 미적분학의 기본정리의 지도 방안을 제시하고자 한다. 지도 대상에

따라 교수 목표가 달라지므로 가르치는 대상을 먼저 고려하여야 할 것이다. 지금까지 살펴본 여러 연구

들은 그 대상이 고등학생부터 대학원생까지 다양하였다. 지도할 대상의 연령이나 선행학습 정도, 혹은

진로 등에 따라 미적분학의 기본정리의 이해를 어느 수준으로 요구할 것인가라는 질문을 해 볼 수 있다.

방정식의 풀이를 예로 들면 처음에는 1차방정식을 풀 것을 요구하고 그 다음에 2차 방정식 순으로 나가

는 것처럼 같은 방정식을 가르치더라도 각 단계에서 요구되는 이해의 정도는 다를 수 있다. 앞에서 살펴

본 것처럼 이 정리는 제대로 된 이미지를 형성하기 어려운 누적함수, 변화율, 극한 등의 개념들을 포함하

고 있으므로 한 번에 모든 것을 이해하기를 요구하기보다는 적어도 두 단계 이상에 걸친 반복 지도가

필요하다고 본다. 심재동 등(2005)은 다항함수의 미분법과 적분법 등이 중복될 경우 이로 인해 흥미를

잃게 하거나 교육시간의 부족과 같은 부정적인 면이 있을 수 있음을 지적하였다. 그러나 미적분학의 기

본정리의 반복은 미분 적분 전체를 반복하는 것과는 달리 우선 시간을 많이 소요하지 않으며 반복할 만

한 중요성과 이해의 깊이가 있는 내용이라는 점에서 차이가 있다고 하겠다.

국내 중등 교육과정의 개편에 따라 대부분의 학생이 고등학교에서 이 정리를 처음 학습하게 될 것을

염두에 두면 첫 단계에서는 직관적인 이해와 산술적 조작에 중점을 두게 한다. 2009년 9월에 모 대학에

서 1학년 2학기에 주로 이수하는 다변수함수의 미적분학을 수강하는 학생 19명을 대상으로 첫 강의시간

에 설문을 한 결과 모두 정리 (2)를 이용하여 적분계산을 할 줄 알았고 정리 (1)을 이용하여 답을 할 수

있는 학생은 15명이었다. 그러나 19명 중 한 명 만이 미적분학의 기본정리를 쓰라는 질문에 대해 정리

(2)를 기술하였을 뿐 미적분학의 기본정리라는 말을 들어 본 기억이 없다고 하였다. 학생들은 별 어려움

없이 이 정리를 받아들이고 이를 이용하여 계산을 하지만 수학적인 사고과정에 관심을 기울이지 않는다.
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이는 먼저 기억력이 발달하고 논리적인 사고력은 20대가 넘어야 발달한다는 일반적인 인지 능력의 발달

과정에 따른 자연스러운 현상일 수도 있다. 그러므로 이 단계에서는 II 단원에서 소개한 정리의 내용과

증명을 소개하고 미적분학의 기본정리가 내포하는 부정적분과 정적분의 관계, 정적분과 미분의 역 함수

관계 등을 언급하되 산술적 조작에 익숙해지는 것을 목표로 두고 아래와 같이 지도할 것을 제안한다:

변화량과 변화율의 기하적인 관계를 Newton의 아이디어를 따라 <그림 3>을 통하여 면적의 직관적인

개념과 연관시켜 설명한다.

<그림 3>

즉, 곡선   ≧  과 축 사이,   부터    사이의 면적을 라고 하면, 가

연속인 범위에서   ≈    (여기서 는 와  사이에 있는 어떤 수)로서 좌

변의 직관적으로 정의한 면적 가 우변의 높이를  로 하는 직사각형의 면적과 근사함을 보여

준다. 이것은 IV장에서 분석한 바에 따르면   가 지니고 있는 곱의 구조를 설명하는 것에

해당한다. 그 다음, 이 식을

  
≈   꼴로 표현함으로써 평균값정리를 짐작함과 동시

에 좌변에서 면적 의 변화율 혹은 순간변화율인 도함수, 즉 미분의 개념을 생각할 수 있고, 동시에

그 도함수가 높이를 나타내는 함수 , 즉,  ′  임을 이해하도록 이끈다. 또한, 직관적 개

념인 면적을 직사각형들의 합으로 근사시켜 극한을 취한 정적분과 연계시킬 수 있다는 것, 즉,

 




 를 짐작하게 한다. 이 과정에서 교사는 IV장에서 분석한 개념과 사고과정에 대한

이해를 바탕으로 곱의 구조를 지닌 누적조각의 의미와, 전체 누적의 변화율은 결국 인접한 작은 구간의

누적조각의 변화율에 의해 결정되고 이 변화율은 함숫값과 같아진다는 인식을 하고 설명을 하는 것이

필요하다.

IV장에서 분석한 누적함수와 변화율에 대해 세분화한 내용을 강조하는 것은 학생들이 변화량과 변화

율의 혼동을 방지하도록 하고, 누적함수 개념과 누적조각에 대한 개념화를 도와주며, 증명과정과 문제해

결과정에서 산출되는 각 식의 의미를 이해하는데 도움을 준다. 변화율 개념에 대해 Thompson이 관찰한

차원의 붕괴와 같은, 즉, 부피의 변화율이 아닌 변화량을 단면적으로 보는 것과 같은 잘못된 이미지를
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갖지 않도록 변화율에 대한 직접적인 이미지를 갖게 하기보다는 식   ≈    을

통해 보게 하는 것도 한 방법이라고 하겠다.

누적함수의 이해를 위한 함수 도식의 확장에 관해서는 이 정리를 가르치기 전에 먼저 함수의 개념에

대한 이해를 증진시키는 것이 필요하다고 본다. Thompson(1994)도 미적분학의 기본정리의 이해에서 함

수의 변화율을 생각하기 이전에 함수의 개념을 확실히 할 필요가 있음을 강조한다. 김연미(2008)는 함수

개념의 이해에 있어서 학생들의 사고패턴이 복잡하며 또한 여러 전공 영역에 다양하게 등장함에도 불구

하고 도입 방식이 제한적임을 지적하였다. 함수를 순서쌍의 집합으로 표현하거나 정의역의 원소가 함수

일 때, 함수의 개념에 대해 자주 다루는 대상이 고정되면 비록 함수의 정의를 알고 있어도 선뜻 함수

관계를 인식하지 못함을 볼 수 있었다. 2010년 3월에 경영경제수학을 수강하는 주로 대학 2학년으로 구

성된 40명의 학생을 대상으로 조사해 본 결과 처음에 80%이상이 순서쌍으로 표현된 함수를 함수로 인

식하지 못하였고 인식하지 못한 학생들을 개인적으로 이해할 때까지 가르쳤으나 4주가 지난 후 중간시

험에서 비슷한 문제를 내었을 때 여전히 60%의 학생들은 제대로 답을 할 수 없었다. 미적분학의 기본정

리에 대한 수업이전에 다양한 함수를 접하도록 하여 누적함수와 같이 함수의 정의에 함수가 사용된 것

도 이해할 수 있도록 하여야 할 것이다.

두 번째 단계로 대학에서 다시 미적분학에 관련된 것을 학습하는 과정에서 적어도 첫 단계 수준으로

반복 한다. 대학에서 이 정리를 복습하기 위해 위와 같은 내용으로 소개하였을 때 학생들은 이 정리를

새롭고 흥미롭게 느끼며 받아들임을 볼 수 있었다. 이에는 여러 가지 요인이 있을 수 있다. 예를 들면,

학습 목표가 더 이상 입시가 아니란 점을 포함한 학습 환경의 변화나 학생들의 신체 발달적 변화 등으로

인해 학생들의 관심사가 달라졌을 수 있다. 이 과정에서 학생들이 관심을 보이는 면에 대해 이해를 할

수 있도록 도울 수 있어야 할 것이다.

VI. 결론 및 제언

본 연구에서는 미적분학의 기본정리에 대한 지도방안을 탐색해 보기 위해 미적분학의 기본정리와 증

명, 역사를 살펴보고, Thompson(1994), Carlson, et al(2003), Smith(2008) 등의 연구에 기초하여 미적분

학의 기본정리의 이해를 위한 요소로 누적함수와 변화율을 강조하였다. 또한, 이해의 요소들이 증명과정

에 어떻게 나타나 있는지를 분석하였다. 이러한 분석을 통해 교사는 가르쳐야할 내용에 대한 정보와 교

수·학습과정을 개발하는데 필요한 정보를 얻을 수 있게 된다. 따라서 교사는 IV장에서 분석한 미적분의

기본정리의 이해의 요소와 사고과정에 대한 정보를 갖고, II장에서 소개한 미적분학의 기본 정리의 내용

과 증명과정, 그리고 문제해결과정에서 각 요소들이 개발 될 수 있도록 교수-학습 과정을 구성하는 것이

필요하다. 즉, 고등학교 공통과정에서는 면적개념을 이용하여 미적분학의 기본정리에 대해 직관적인 이

해를 할 수 있도록 교수-학습과정을 구성하고, 증명과정과 문제해결과정에서 IV장에서 분석한 미적분의
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기본정리의 이해의 요소를 강조하여 지도하는 것이 필요하다.

본 연구에서 제안한 미적분학의 기본정리의 이해의 요소를 강조한 교수·학습과정을 실제로 적용한

후, 학생들의 개념변화에 대한 연구를 수행하여 연구의 주장을 확인해 보는 것이 다음 과제라고 하겠다.

또한 이는 예비교사 및 현직교사가 가르치는데 필요한 수학적 지식(mathematical knowledge for

teaching)에 대한 후속 연구과제를 제시한다.
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