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1. 수강 동기

     성균관대학교 정보통신공학부는 1996년 이후부터 학부제로 운영되고 있습니다. 

이에 따라 학생들에게는 전자, 정보, 통신, 반도체, 신호처리 등의 다양한 분야에 대해  

 관심 있는 분야로의 폭넓은 선택의 기회가 주어졌습니다.

     저는 이 기회를 충분히 이용하여 멀티미디어 공학, 디지털 신호 처리, 제어공학, 

OS, 컴퓨터구조 등, 전자, 정보, 컴퓨터와 관련된 다양한 과목을 수강하였고 이를 통해 

Engineer로서 갖춰야할 다양한 지식과 소양을 쌓아올 수 있었다고 생각합니다. 

    이런 많은 장점에도 불구하고 공과대학의 다양한 전공수업들을 소화하는 과정에서 

자연스럽게 본인의 가장 취약한 부분을 발견할 수 있었습니다.

  그것은 바로 수학, 더 가깝게는 행렬연산과 관련된 선형대수학 개념이었습니다.

4년 동안의 대학 수업을 받으면서 수학의 이해 없이 우리나라와 세계에 기여할 독창

적인 공학적 발견을 한다는 것은 불가능함을 이해하게 되었고 개인적으로 영상압축 

및 영상처리(image compression, processing)분야의 대학원을 목표로 두고 있기 때문

에 수학에서도 영상분야와 특히 밀접한 선형대수학(Linear Algebra)의 이해는 제게는 

절박한 것이었습니다.

  때문에 다양한 선형대수 강좌를 알아보게 되었고 주위에서 권하던 성균관대학교 이

상구교수님의 선형대수 강좌를 인터넷을 통해 접해볼 수 있었습니다. 

(" http://matrix.skku.ac.kr/sglee/ ") 처음에는 교수님의 강의 자료만을 독학하는 수준

이었지만, 이상구 교수님 강의에 대한 다양한 추천 사례와 및 GLS(성균관 대학교 종합

정보시스템)상에서의 교수님 강의계획서를 접하고서 수업을 통해 순수수학의 깊은 의

미 뿐 아니라 암호론 및 영상처리와 관련된 각종 응용까지 체계적으로 배울 수 있

다는 사실에 고무 되었고 online 수업(성균관대학교 가상강좌)으로 이뤄지는 2003년 선

형대수 강좌의 특성이 언제, 어디서든 수업을 들을 수 있고, 토론학습의 기회가 주어

진다는 점, 그리고 다양한 멀티미디어 contents를 이용 할 수 있다는 점에서 큰 기대를 

가지고 수강신청을 결정하게 되었습니다.

2003년도 

대학생 강의노트 경시대회 
(LG-IBM, 일간스포츠)



2. 강의 노트 구성

♣ 강의는 총 01주차부터 15주차와 중간-기말고사로 진행 되었고 강의노트는 수업 

중 교수님의 공지사항, 강의내용요약, 교수님과 학생들 간의 Q/A, 그리고 과제수행에 

대한 짧은 요약을 담았습니다.

♣ 본 보고서에서는 2003년도 1학기에 교수님과 학생들이 함께 만들어 온 보람 있었던 우리 

강의실의 모습과 내용을 그대로 보여드리고 싶습니다. 

  강의가 끝날 때쯤 우리 게시판에는 약 677여건의 양질의 질문과 답변, 토론 및 "추천자료"들

이 모였고, 우리 모두 그 내용을 소화했다는데 자부심을 느낍니다. 또한 8주차에 시행된 학생들

의 토론 내용의 경우 데이터 량이 원고지 1500매에 달한다는 사실을 알게 되었는데 그것은 수

강한 학생들 전원의 노력 없이는 불가능 한 일이기 때문입니다.

♣ 선택사항으로서 프로젝트 수행이 있었는데 저는 "Black Out"게임의 수학적 해석에 

관한 결과를 제출하였습니다. 이것의 요약을 24페이지에 첨부하였습니다.

♣ 그리고 7주차와 마지막 15주차에서는 중간시험의 오답분석을 수행했습니다.

♣ 마지막으로 수업후기를 첨부하였습니다.

3. 성균관 대학교 i-campus 가상강좌란? (성균관대학교 가상교육시스템)

i-campus 선형대수(LA) 강의노트

http://icampus.skku.ac.kr

◈ 2001년 3월에 개통된 i-campus는 Web 기반으로 하는 가상교육시스템으로 수업진

행, 교수-학생 간, 학생 상호간 커뮤니케이션, 교육 및 학습관련자료 공유, 학업평가 

등이 가능합니다. 

◈ 가상교육에서의 수업은 교수, 학생들이 수업시간에 구애받지 않습니다. 또한 출석

교육에서는 한정된 시간과 많은 수강생으로 인해 충분한 질의·응답, 참고자료 제시, 토

론 진행이 어려웠으나 온라인상에서 진행되는 가상교육에서는 교수-학생 간 메일을 

통한 1:1 질의·응답이 가능하고 교수님들이 참고자료를 자료실에 게시하면 학생들

은 언제 어디서나 조회, 내려받기가 가능합니다. 

◈ 특히 토론의 경우 출석교육에서의 토론은 물리적 제약으로 인해 모든 수강생이 동

일한 주제로 토론하거나 조별로 토론할 경우에도 한 학생이 발표하면 다른 학생들은 

경청해야 하기 때문에 효율이 떨어질 수 있으나 가상교육에서는 동시에 다수 학생의 

토론진행이 가능하고 교수님은 각 조의 토론 진행에 방향을 제시하거나 코멘트를 할 

수 있습니다. 



강의 내용

1. 연립일차방정식과 행렬

2. 행렬연산의 성질과 Gauss 소거법

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 사진을 포함한 자기 소계서

2. “행렬이론의 과거와 현재“ 독후감

3. 기 한 : 2003.03.10 Monday (AM 11:00)

Introduction of this week

자연과학이나 사회과학에서의 복잡한 문제들은 

연립일차방정식(System of linear equations)의 

문제로 바꾸어 놓을 수 있습니다. 때문에 연립방

정식을 푸는 일은 매우 중요합니다. 이때 연립방

정식을 해석하는 매우 효과적인 도구가 바로 행

렬(Matrix)입니다. 그리고 연립방정식의 해와 행

렬, 벡터공간 등의 다양한 개념을 학문적으로 체

계화시킨 것이 바로 선형대수학(Linear Algebra) 

과목인 겁니다. 앞으로 우리는 행렬을 강력한 수

학적 도구로서 혹은 학문적 탐구의 대상으로서 

이해하게 될 것입니다. 또한 실생활과도 관련되는 

“행렬을 이용한 암호문작성”,“인구분석”,“선형방정

식과 근사 곡선”,“최소제곱법 문제”들을 다뤄봄으

로서 행렬의 무궁무진한 응용 가능성을 느끼게 

될 것입니다. 좋은 기대를 갖고서 수 천년에 걸쳐

서 수많은 학자들에 의해 만들어진 선형대수이론

의 진수를 느껴봅시다.

 강의 요점 정리

◈ 일차방정식(linear equation)이란 

a1x1+a2x2+...+anxn=b

◈ 연립일차방정식(system of linear 

equations)은  일차방정식들의 모임이다.

◈ 해 (solution)란?

연립일차방정식의 해(solution) 전체의 

집합(set)을 해집합(solution set)이라 하며, 

동일한 해집합(solution set)을 가지는 두 

연립일차방정식은 동치 (equivalent) 라고 한다.

◈ 일반적으로 연립일차방정식에 대하여 다음 중 

하나가 만족한다. 또한 두 직선의 교차관계로서 

이미지(image)화 될 수 있다. (삼차원에서는 세 평면)

(i) 유일한 해를 갖는다.

  (한 점에서 만나는 두 직선)

(ii) 해를 갖지 않는다.

  (서로 평행하며 만나지 않는 두 직선)

(iii) 무수히 많은 해를 갖는다. 

  (서로 평행하며 교차하는 두 직선)

◈ 행렬(matrix)과 행렬의 성분(entry) : 

◈ 첨가행렬과 계수행렬

다음과 같은 연립방정식이 주어 졌을 때

계수행렬(coefficient matrix)은?
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첨가행렬(augmented matrix)은?

◈ AB ≠ BA (곱셈의 교환법칙 성립 않음)

◈ 전치행렬

A의 전치행렬(transpose matrix)은 AT로 

표현하고 행과 열을 바꾼 행렬이다.

게시판을 통한 학생들의 Q/A

Gauss 소거법과 Gauss-Jordan 소거법의 차이가 

무엇입니까?

Gauss 소거법(elimination)은 연립일차방정식의 

첨가행렬을 REF로 변형하여 그 해를 구하는 방법이고 

Gauss-Jordan 소거법(elimination)은 연립일차방정식

의 첨가행렬을 RREF로 변형하여 해를 구하는 방법입

니다.

행렬은 언제, 어떻게, 누구에 의해 만들어지고 또

한 발전되었습니까?

행렬과 행렬식에 관한 연구의 출발은 기원전 

4세기일 것으로 추측합니다. 그러나 연구 결과의 

기록은 구체적으로 기원전 2세기의 것부터 남아있으며, 

연구를 위한 수단이 갖추어지는 17세기말이 되어서야 

르네상스를 맞이하여 "선형대수학"의 이름으로 크게 

발전하게 되죠. 이어서 제2차 세계 대전을 거치며 

컴퓨터의 발전과 더불어 20세기 후반에 

"행렬이론(Matrix Theory)"이란 이름으로 제2의 

르네상스를 구가하고 있습니다. 행렬과 행렬식에 관한 

연구가 연립일차방정식의 연구에서 비롯되었다는 것은 

그리 놀랄만한 일은 아닙니다. 보통은 행렬을 먼저 

생각하고 그것의 행렬식를 연상하는데 역사적으로는 

반대입니다. 행렬의 개념은 행렬식의 개념이 소개 된지 

무려 150년이 지난 후에야 소개된 개념입니다.  

선형대수학의 발전과정을 돌아보고 현재와 미래를 

이해하는 것은 학문탐구에 있어서 매우 중요한 의미를 

지님을 이해합시다.

아래 URL을 방문하면 행렬이론의 과거와 현재에 대해 

보다 자세히 알아 볼 수 있습니다.

http://matrix.skku.ac.kr/sglee/krf/linearalgebra/multi

mediaproject/1week/history.htm

과제 해결

☞  과제 목표 : 사진 및 소계서 제출, 

      행렬 이론의 과거와 현재 독후감 작성

☞  과제 요약 : 

1. 학생 사진 및 자기소개서 제출

2. “행렬이론의 과거와 현재“ 독후감

(http://matrix.skku.ac.kr/sglee/krf/linearalgebra

/multimediaproject/1week/20103/20103.html)

위의 인터넷 자료를 이용 하였다.

나의 독후감 요지는 행렬을 구성하는 각각의 숫

자들은 실제 세상을 대신한다는 것에 주목 하자

는 것이다.

또한 행렬이 지닌 수학적 특성과 수학적 도구로

서의 기능을 함께 익히는 것을 개인적인 목표로 

하였다. 

마지막으로 15주라는 강의 기간 동안 나의 노력 

여하에 따라 수 천년동안 축적된 지혜의 보물창

고를 단 반년 만에 열어 보는 선택된 자가 되고

자 다짐했다.

☞  과제 후 느낀 점:

처음에는 사진 제출이 조금 의아했지만 과제 제

출 이후 다른 학생들의 과제를 열람할 수 있었고 

각각의 보고서에 담긴 사진을 통해 어떤 학우들이 

어떤 동기와 목표를 가지고 나와 같이 수강하는지

를 확인할 수 있었다. 

"행렬이론의 과거와 현재"독후감을 통해 앞으로 

무엇을 어떻게 공부해야 할지에 관한 깊은 생각

을 할 수 있었다는데 큰 의의를 가지고 있다.

또한 첫 번째 과제 제출이후 70여명에 달하는 학

생들의 과제 결과에 대해 일일이 채점 소감을 적

어주신 교수님의 성의에 크게 감사드린다.
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강의 내용

1. 역행렬과 연립방정식

2. 행렬을 이용한 암호문 작성

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 행렬을 이용한 암호화 및 복호화

2. 기 한 : 2003.03.17 Monday (AM 11:00)

Introduction of this week

이 장에서는 정사각행렬에 대하여 실수에서의 역

수와 같은 역할을 하는 역행렬(inverse matrix)에 

대해 알아볼 것입니다. 그리고 이를 이용하여 연

립 일차방정식의 해(solution)를 구하고 해의 의

미를 이해하게 됩니다. 또한 역행렬의 흥미로운 

예(Application)로서 암호화를 접해 봄으로서 실

제생활에서의 행렬의 응용 예를 느껴볼 수 있게 

됩니다. 암호문을 만들고 해독하는 기술은 선형대

수를 많이 이용하고 있습니다. 여기서는 행렬 A-1

가 행렬 A의 역행렬일 때, 행렬 A를 이용하여 

암호문을 만들고 A-1를 이용하여 그것을 해독하

는 방법에 대하여 설명할 것입니다. 연립방정식이 

언제 해를 갖고 언제 해를 안 갖는지, 가지면 하

나를 갖는지 무한히 많은 해를 갖는지, 행렬의 합

과 곱, 행렬을 이용해 일차연립방정식의 해를 구

하는 가우스소거법과 가우스 Jordan 소거법의 차

이, REF와 RREF, 역행렬을 구하는 법을 숙지하

셨으면 충분합니다. 이 절은 벡터 공간론과 함께 

암호이론의 시작이 됩니다.  

 강의 요점 정리

◈ 역행렬(inverse matrix)의 수학적 정의는?  

n차의 정사각행렬A 에 대하여 다음을 만족하는 

행렬B 가 존재하면A 는 가역(invertible or  

nonsingular) 이라고 한다. B=A-1이라고 하면

AB=In=BA 

AA-1=A-1A=In

이때, B를 A의 역행렬(inverse matrix)이라고 하

며, 이러한 B가 존재하지 않으면 A는 비가역

(noninvertible, singular)이라고 한다. 

◈ n 차의 정사각행렬A 가 가역이면A 의 역행

렬은 유일하다.

 가는 길이 존재한다면 돌아오는 길은 단 하나 

밖에 없다 (?).

◈ 가우스 소거법을 통해 역행렬을 구할 수 있다

실제로 역행렬을 구하는 방법은 다음과 같다.

다음의 행렬의 경우

다음과 같이  행렬을 만들고

RREF(reduced row echelon form)을 구하면

결과적으로 역행렬이 구해지게 된다.
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게시판을 통한 학생들의 Q/A

제목 : 행렬의 산업에서의 응용 한 예

등록자   : 정상희(2001314266)  

등록일자 : 2003/03/17 조회수 26 

저는 식품생명자원학과 학생입니다.

식품공학이라는 과목을 듣는데 간단한 행렬을 이

용해서 풀어보는 문제가 나와서 산업에 어떻게 

쓰이는 지에 대한 예를 같이 보고자 여기 올려봅

니다.  

쇠고기와 돼지고기에 물을 혼합하여 소시지 제품

을 만들고자 한다. 다음 표는 원료와 제품의 규격

이다. 제품의 규격에 맞는 원료 혼합비를 구하여

라..

                   성         분 (%)

             지방     단백질    수분

쇠고기     15          20           65

돼지고기   90           4            6

소시지     22          13           65

간략하게 풀이방법을 적어보면..

쇠고기를 B 돼지고기를 P 소시지를 S 라 나타내

고 소시지 100kg을 기준으로 삼아 먼저 

B+P+S=100 이라는 식을 세웁니다.

그 다음 B와P는 연립방정식을 세워 행렬식을 쓰

면 구해집니다.

지방수지식  : B*0.15+P*0.9=100*0.22

단백질수지식: B*0.20+P*0.04=100*0.13

B = 

      22 0.90
13 0.04

      0.15 0.90
0.20 0.04

  = 
(22* 0.04 )− (13* 0.90 )

(0.15* 0.04 )− (0.20* 0.90 )
 = 62.18

P=14.08

따라서 쇠고기 62.18kg, 돼지고기 14.08kg과 물 

27.74kg을 혼합하면 소시지를 만들 수 있습니

다..^^;;

과제 해결

☞ 과제 목표 : 이번 과제에서는 원시 행렬과 그것의 

역행렬을 곱하면 단위행렬이 된다는 사실을 이용하여 

숨기고 싶은 메시지를 암호화하고 복호화 해보는 것이

다. 암호화 및 보안은 정보화 사회가 되기 위한 핵심 

요소 중의 하나이다. 때문에 현재 많은 연구가 진행되

고 있다고 한다. 이런 시점에서 행렬을 이용한 암호화

와 복호화를 구현해 보는 것은 행렬 자체의 다양한 응

용 예를 체감하고, 보다 고급 기법의 암호학을 배우기

에 앞서 그것의 기본원리는 익히는 좋은 경험이 될 것

이다.

☞ 과제 수행 : 

숙제 의도에는 부합 하면서 조금은 독창적인 방법으로 

과제를 수행해 보고 싶은 욕심이 생겼다. 그래서  

interpreter 방식으로 강력한 행렬계산을 지원하는 

MATLAB 5.0 을 이용하여 손대신 컴퓨터를 이용하여 

암호화 및 복호화를 수행하기로 마음먹었다.

이를 통해 영문, 한글, 파일 형태의 긴 문장의 암호화 

복호화를 목표로 하였다. 

강의예제에서 소개하는 방법과 다른점은 Programming 

의 용어를 위해 영문알파벳의 경우 ASCII코드값을 

그대로 사용하였고, 한글은 2byte 조합형 코드 체계를 

사용한 점이다. 

* MATLAB 함수의 구조는 다음과 같다.

encryption2x2.m 

decryption2x2.m 

cipher_demo.m   

encryption2x2는 메시지에 암호화 key를 곱해주는 

함수이고 decryption2x2는 복호화 key를 곱하여 원 

메시지를 복원하는 기능을 수행한다.
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강의 내용

1. 행렬식의 정의와 그 성질

2. 여인자 전개와 행렬식의 응용

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 행렬식 관련 문제 해결 

2. 기 한 : 2003.03.24 Monday (AM 11:00)

Introduction of this week

행렬식에 대한 개념은 행렬이 소개되기 전에 이

미 알려졌으며 오랫동안 연립일차방정식의 해를 

구하는 기본적인 수단으로 이용되어져 왔습니다.

또한, 행렬식을 이용하면 행렬이 가역인지 아닌지

를 쉽게 알 수 있습니다. 

이 장에서는 정사각행렬을 실수에 대응시키는 함

수로 행렬식을 정의하고, 그 계산법 및 응용에 관

하여 알아보기로 하겠습니다.

 강의 요점 정리

◈ 치환개념을 이용하여 행렬식은 정의된다.

(주의: 이것은 치환군에서 흔히 쓰는 순회치환 부호와

는 다른 의미이다. )

S={1, 2, 3, ..., n}의 치환  ( j 1, j 2, ..., j n)에서 큰 

자연수가 작은 자연수보다 먼저 나타나면 이 치환은 반

전(inversion)을 가졌다고 한다. 

또, 치환이 가진 반전의 총 개수가 짝수이면 이 치환은 

짝치환(even permutation), 홀수이면 홀치환(odd 

permutation)이라고 한다.

◈ 상삼각행렬(upper triangular matrix) : 주대각선성

분 아래의 성분이 모두 0임

  

◈ 하삼각행렬(lower triangular matrix) : 위쪽의 성분

이 모두 0임

[Note] 왜 삼각행렬이 특별한가?

삼각행렬의 경우 형태가 REF (reduced echelon 

form)와 비슷하여 어떤 행렬이 삼각행렬의 형태를 보

인다면 해를 구하기도 쉽고 행렬식(determinant)도 역

시 주 대각성분의 계수만을 곱하면 계산된다.

      |A|= a11*a22*a33*...*ann

이 성질이 얼마나 강력한지 문제 하나 풀어 보자!

5x5 matrix 이면 행렬식을 구하기 위한 계산량이 최대 

곱하기 5
3
=125회, 더하기 100회다. 하지만 아래와 같

은 삼각행렬의 경우 (2)(-3)(6)(9)(4)=-1296으

로 계산이 끝난다. 감탄할 만 하다.

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

2 7 -3 8 3
0 -3 7 5 1
0 0 6 7 6
0 0 0 9 8
0 0 0 0 4

◈ 행렬식정의(determinant) 

다음과 같이 치환식을 이용하여 정의 될 수 있으며 3

차의 경우에는 Sarrus 방법을 이용하여 계산한다.
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행렬식의 정의가 어디에 필요하나요?

저는 정보통신 공학부 학생으로서 전자기학을 

배웠습니다. 전자기학(electromagnetic theory)은 

시공간에서의 전기장과 자기장의 변화를 잡아내는 

학문입니다. 때문에 사람의 직관만으로 전자기 현상을 

정확히 이해하기에는 한계가 있지요. 이러한 시공간의 

변화량(미분, 적분)을 다루기 위해서는 다음에 배울 

vector 표현식이 필요하답니다. 

아래의 3가지 미분형이 대표적인데 중요한 것은 

아래의 모든 표현은 행렬 연산으로 바꾸어 표현할 수 

있고 또한 계산 될 수 있다는 것입니다. 즉 행렬식의 

좋은 응용 예라고 생각합니다.

* gradient (vector) : 가장 빨리 증가하는 방향

∇T = 
∂T
∂x
î+

∂T
∂y
ĵ+

∂T
∂z
k̂ 

     = { ∂
∂x
î+

∂
∂y
ĵ+

∂
∂z
k̂} T

     = { ∂
∂x
,
∂
∂y
,
∂
∂z } T = ∇T

∇operator를 (1x3) 행렬로 표현할 수 있습니다

* divergence (scalar) : 흘러 나가는 량 (flux)

∇⋅ v= { ∂
∂x
î+

∂
∂y
ĵ+

∂
∂z
k̂} ⋅

{ vx î+ vy ĵ+ vz k̂}

      = { ∂∂x v x+
∂
∂y
v y+

∂
∂z
v z}

      = { ∂
∂x
,
∂
∂y
,
∂
∂z } ⋅

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

v x
v y
v z

divergence는 (3x1) 벡터인∇operator 와 (3x1) 로 

표현되는 벡터 v  사이의 내적(inner product)으로 

바꾸어 쓸 수 있습니다.

* curl (vector) : 소용돌이의 세기 (회전)

∇ x v= { ∂
∂x
î+

∂
∂y
ĵ+

∂
∂z
k̂} x

{ vx î+ vy ĵ+ vz k̂}

    = 

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳

î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

v x v y v z
 

(3x3)행렬식의 라플라스 여인자 전개방법이 그대로 

사용됩니다.

과제 해결

☞ 과제 목표 : 이번 과제에서는 행렬식의 정의를 확실

히 이해하고 정의에 입각하여 문제를 해결하여야 한다. 

이를 통해 Sarrus방법과 라플라스 여인자전개방법의 

간편함을 이해할 수 있겠다.

☞ 과제 수행 : 

1. S={1,2,3,4,5}의 치환 (5 2 4 1 3)의 반전

(inversion)의 개수는?

(solve)

  주어진 치환 (5 2 4 1 3)은

* 5를 기준 : {5,2} {5,4} {5,1} {5,3} 이 반전 (4개)

* 2를 기준 : {2,1} 이 반전 (1개)

* 4를 기준 : {4,1} {4,3} 이 반전 (2개)

* 1을 기준 : 없음 (0개)

결과적으로 총 7개의 반전이 존재하게 됨

3. 행렬식의 정의를 이용하여 행렬식 

A=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳

-7 3 0
0 0 -2
-5 3 0 을 구하시오.

결과적으로 주어진 행렬의 determinent는 -12이다.

11. 세점 (1,3), (2,3), (3,5)를 지나는 곡선의 방정식 

y=ax2+bx+c의 계수 a, b, c 를 행렬식을 이용하여 

구하시오.

(solve)

곡선 y=ax2+bx+c 가

(1,3) 를 지나므로 a+b+c=3

(2,3) 를 지나므로 4a+2b+c=3

(3,5) 를 지나므로 9a+3b+c=5

위 연립방정식을 행렬로 표현하면 

︳

︳

︳︳︳

︳

︳

︳︳︳

1 1 1
4 2 1
9 3 1  * 

︳

︳

︳︳︳

︳

︳

︳︳︳

a
b
c  = 

︳

︳

︳︳︳

︳

︳

︳︳︳

3
3
5 ,  이를 풀면

︳

︳

︳︳︳

︳

︳

︳︳︳

a
b
c =

︳

︳

︳︳︳

︳

︳

︳︳︳

1 1 1
4 2 1
9 3 1

(-1)

*

︳

︳

︳︳︳

︳

︳

︳︳︳

3
3
5 =

 

︳

︳

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

︳

︳

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

1
2
-1

1
2

-5
2

4
-3
2

3 -3 1
 *

︳

︳

︳︳︳

︳

︳

︳︳︳

3
3
5   = 

︳

︳

︳︳︳

︳

︳

︳︳︳

1
-3
5  

그러므로  a=1 , b=-3, c=5
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강의 내용

1. 공간벡터

2. 벡터의 외적

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 공간벡터의 내적 및 외적 관련 문제 해결

2. 기 한 : 2003.03.31 Monday (AM 11:00)

Introduction of this week

우리 주위에는 온도, 시간, 길이, 높이 등과 같이 

수(number)를 가지고 완전히 나타낼 수 있는 "크

기"만을 가지는 양이 있는가 하면 "크기"와 "방향

"을 둘 다 가지는 양도 있습니다. 예를 들어, 크

기만을 가지고 "배가 시속 10 km로 항해한다" 하

면 이 배가 어디로 가는지를 알 수 없습니다. 그

래서 방향까지를 설정하여 " 배가 남쪽을 향해 시

속 10 km로 항해한다"고 해야 이 배가 항해하는 

것을 완전히 나타낼 수 있습니다. 이때, 크기만을 

가지는 양을 스칼라(scalar)라 하고 크기와 방향 

모두를 가지는 양을 벡터(vector)라 합니다. 우리

는 3차원 공간에서 이러한 벡터의 기본 성질을 

알아보고 3차원 공간벡터에서만 정의되는 벡터의 

외적에 대하여 알아보기로 하겠습니다. 

 강의 요점 정리

◈ vector의 표현 

임의의 벡터는 x=AB=OB-OA 로 표현되는데 이는 

시작점(initial point)을 원점(original point)에 

위치시키는 변환임을 기억하자. 물론 

끝점(terminal point) 역시 그 만큼 평행 

이동하게 된다.

B (terminal point) -A (initial point) 

initial point를 원점에 일치시켜도 크기와 

방향이 동일하므로 같은 벡터이다.

◈ vector component란

세 실수들의 순서쌍 (x 1,x 2,x 3)를 공간벡터 

(vector in space)라 하고 

x=(x1,x2,x3) 또는 
x=
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

x1
x2
x3

 로 나타낸다.

이때 실수 x 1,x 2,x 3를 component라고 한다.

각각의 component로서 vector를 표현할 수 

있다
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◈ vector의 크기

벡터의 크기는 피타고라스 정리를 이용하여 유도 할 수 

있다. 

(피타고라스정리)

◈ 두 벡터사이의 각도

cos θ = 
x⋅ y

| |x | |⋅ ||y | |

θ = cos - 1( x⋅y
||x||⋅||y|| )

◈ vector의 합과 스칼라곱의 정의

(i) x
→
 +  y

→
 = (x1+ y1, x2 + y2, x3 + y3 )

(ii) k x
→

 = (kx1, kx2, kx3 )

◈ 평행과 직교

x
→

 와 y
→
 는 직교한다. ↔ x

→
y
→
= 0

−→

x
→

 와 y
→

는 평행하다. ↔ x
→
= ky

→
인 k R가 존재한다.

◈ 단위벡터(unit vector) : 크기가 1이면서 방향정보

를 지니는 vector 

        

◈ 벡터의 외적 (cross product)

x×y=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

i j k
x 1 x 2 x 3
y 1 y 2 y 3

= [ ]x 2 x 3
y 2 y 3 i  - [ ]x 2 x 3

y 2 y 3 j+ [ ]x 2 x 3
y 2 y 3 k

◈ cross product에 의한 기저벡터 사이의 관계

i×j= k

j×k= i

k×i= j

◈ 벡터 삼중곱 (triple product)

x= ( x 1,x 2,x 3) , y= (y 1,y 2,y 3) , 

z= (z 1,z 2,z 3) 일 때

x⋅ ( y×z )  = 

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

x 1 x 2 x 3
y 1 y 2 y 3
z 1 z 2 z 3

이 성립한다.

물리적으로는 평행육면체의 부피를 의미한다.

triple product의 의미(=평행육면체의 부피)

[참고] vector cross product를 visual 하게 확인할 

수 있는 internet URL

http://www.phy.syr.edu/courses/java-suite/crosspro.

html

게시판을 통한 학생들의 Q/A

제  목 : 벡터문제를 실제 생활과 비교한다면?

       작성자 : 박종빈(1997312873)  

사람의 두 팔을 벌렸을 때의 각도를 알 수 있을까요?

왼쪽 팔은 vector : x  오른 팔은 vector : y

라고 놓는다면 벡터 내적(inner product) 공식을 

적용하여 각도를 구할 수 있겠네요

cos θ = 
x⋅ y

| |x | |⋅ | |y | |

θ = cos - 1( x⋅y
||x||⋅||y|| )

두 벡터의 직교(Othogonal)를 생각해 볼 때 예를 들어 

남북 ( x=0i+bj), 동서( y=ai+0j) 방향의 교차로를 

통과해 가는 자동차들은 서로 90도 각도를 유지하며 

달립니다. 자동차들의 속도를 벡터로 표현한다면 

θ=
π
2 이므로 남북방향 자동차 속도와 동서방향 

자동차 속도의 내적은 0이 될 겁니다. 즉 두 벡터 x와 

y는 (직교)orthogonal 합니다.

두 벡터의 평행(Parallel)에 대해 생각해 보면 “부부란 

마주 보는 게 아니라 같은 곳을 함께 바라보며 걷는 

거라고 말합니다.” 서로 같은 곳을 바라보는 남편벡터 

x와 부인벡터 y를 내적( x⋅y)을 하게 되면 가장 큰 

값이 나오기 때문에 서로를 사랑한다면 θ= 2⋅π⋅n 

(parallel)를 유지하며 세상을 살아가면 될까요..(이건 

아무래도 쓸데없는 생각 같군요..)
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제 4주 공간벡터와 벡터의 외적 (2)



 강의록에 vector와 scalar의 차이에 대해 

묻고 있습니다. 크기와 방향을 가진 양을 벡터라고 

알고 있습니다만 확실히는 모르겠군요. 

Feynman Lectures on Physics Vol-I의 

"vector"편을 보시면 다음과 같은 스칼라와 

벡터의 설명이 나온답니다. 알고 계시는 것처럼 

스칼라는 한포대의 감자더미 속의 감자의 수량과 

같이 방향성이 없는 일상적인  양을 의미하고 

벡터란 방향성을 지닌 “속도”, “운동량”, “힘” 과 

같은 것이라고 설명 되어 있습니다.

Scalar

- an undirected quantity !!

- like the number of potatoes in a sack 

- an ordinary quantity

- (예) 온도, 거리

Vector

- have direction (방향)

- that are important in physics

- (예) 속도, Momentum, 힘

Not only Newton's laws, but also the other laws 

of physics, so far as we know today, have the 

two properties which we call invariance(or 

symmetry) under translation of axes and rotation 

of axes. These properties are so important that a 

mathematical technique has been developed to 

take advantage of them in writing and using 

physical laws.

The foregoing analysis involved considerable 

tedious mathematical work. To reduce the details 

to a minimum in the analysis of such questions, a 

very powerful mathematical machinery has been 

devised. This system, called vector analysis, 

supplies the title of this chapter ; strictly 

speaking, however, this is a chapter on the 

symmetry of physical laws, By the methods of the 

preceding analysis we were able to do everything 

required for obtaining the results that we sought, 

but in practice we should like to do things more 

easily and rapidly, so we employ the vector 

technique.

과제 해결

1. x=-2i+2j-3k, y=5i-7j+2k일 때

x+y, x-y, 3x, ∥y∥, x∙y를 구하라.

각각의 벡터는 행렬로 표현할 수 있다. 이는 각각의 벡

터 연산을 행렬연산으로 바꾸어 수행할 수 있음을 의미

한다..

이러한 아이디어에 기초하여 문제를 생각해 보면 다음

과 같이 결론을 도출할 수 있다.

(solve)

x=[-2 2 -3]  // given vector x

y=[5 -7 2]   // given vector y

x+y=[3 -5 -1]  ====> x+y = 3 i -5 j -1 k   

 // addition operation

x-y=[-7 9 -5]  ====> x-y =-7 i +9 j -5 k   
 // subtraction operation

3x=[-6 6 -9]    ====> 3x = -6 i  +6 j -9 k   

  // constant multiplication

||y ||= ∑y.
2= 52+(-7)2+22 = 

25+49+4= 78 = ~ 8.8318 (단, y.^2 기호는 각

각의 element 별 제곱연산)

x∙y=
[ ]-2 2 -3 ∙

ꀎ

ꀚ

︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳

5
-7
2 =(-10-14-6)=-30  

// dot product operation

3. x=3i-2 j+6k와 같은 방향을 갖는 단위벡터를 

구하라. 

(solve)

단위 벡터의 의미는 길이가 1이면서 방향정보를 담고 

있는 벡터이다.

임의의 벡터의 경우 해당 벡터를 그 벡터의 NORM으

로 나눈 값이 바로 단위벡터가 된다.

이런 정의로서 주어진 벡터의 단위벡터를 구하면 다음

과 같다.

x̂=
x

| x |  = 
3 i-2 j+6 k
(9+4+36)  = 

3 i-2 j+6 k
(49)  = 

1
7
*( 3 i-2 j+6 k)
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강의 내용

1. 직선과 평면의 방정식

2. n 차원 벡터

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 직선과 평면의 방정식 예제 해결

2. “수학과 언론” 과 관련된 뉴스 기사 정리

3. 기 한 : 2003.04.07 Monday ( AM 11:00 )

Introduction of this week

한 점과 그것의 기울기(방향)성분이 있으면 직선을 정

할 수 있습니다. 평면의 경우 평면에 수직인 벡터 하나

가 정해지면 평면의 방정식을 표현할 수 있습니다. 이 

장에서는 직선과 평면의 방정식이 벡터를 이용하여 수

학적으로 정의 될 수 있음을 확인할 수 있습니다.

 강의 요점 정리

◈ 한 점과 벡터 한 개는 직선을 결정 한다

어떤 사람이 P 0(x 0,y 0,z 0)에 서 있다. 그가 북쪽

을 가리킨다면 ( a= ai+bj+ck ) 그 사람은 하나

의 직선을 결정하고 있는 것이다. 

P 0P = t a, ( t∈R)

( R3상에서의 직선의 방정식)

◈ 직선의 방정식은 3가지 형태로 표현될 수 있

다.

P0P = t a, ( t∈R)

(x-x0)i+(y-y0)j+(z-z0)k

   = ta î+tb ĵ+tc k̂ 이므로

(i) parametric equation

x=x0+at

y=y0+bt

z=z0+ct

(-∞< t<+∞)

(ii) vector equation

p=p0+ta ( p=OP, p0=OP0)

(iii) symmetric equation

x-x0
a  = 

y-y0
b  = 

z-z0
c

( a,b,c≠0 )

◈ example : 직선의 방정식

점 P(2,-1,3)을 지나고 벡터 a=-3i+2j+4k에 

평행한 직선의 방정식은 다음 세 가지로 나타낼 

수 있다.

(i) {
x=2-3t
y=-1+2t
z=3+4t   (-∞< t<+∞)

(ii) 

xi+yj+zk=(2 i- j+3k)+(-3i+2j+4k)t 

(iii) 
x-2
-3

=
y+1
2

=
z-3
4
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제 5주 직선과 평면의 방정식 (1)



◈ 평면의 방정식

한 점 P 0(x 0,y 0,z 0)를 지나고 영 아닌 벡터 

n=ai+bj+ck에 수직인 평면은

n⋅P0P=0

을 만족하는 점 P(x,y,z)전체의 집합과 같다. 여기서 

n을 평면의 법선벡터(normal vector)라 한다.

a(x-x0)+b(y-y0)+c(z-z0)=0

d=-ax0-by0-cz0라 하면  ax+by+cz=d

◈ example : 평면의 방정식 I

P(1,-2,3)를 지나고 법선 벡터 n= 2i+5j-3k에 수

직인 평면의 방정식은?

2(x-1)+5(y-(-2))-3(z-3)=0

2x+5y-3z+17=0

◈ example : 평면의 방정식 II

세 점 P(4,-3,1), Q(6,-4,7), R(1,2,2)를 지나

는 평면의 방정식을 구하라

(solve) 평면의 방정식을 구하기 위해서는 구하고자 하

는 평면의 법선벡터와 그 평면을 지나는 한 점만 있으

면 된다.

n=PQ×PR=-31i-20j+7k 이고 평면의 방정식은 

-31(x-4)-20(y-(-3))+7(z-1)=0 즉

-31x-20y+7z+57=0

◈ n 차원 벡터

좌표평면 R2의 점 P는 두 실수의 순서쌍 (x 1 ,x 2)를 

써서 표시할 수 있다. 좌표공간 R3의 점 P는 z축을 

하나 더 추가함으로서 세 실수의 순서조 (x 1 ,x 2,x 3)

를 써서 표시할 수 있다.  이와 같은 생각을 일반화하

여 네 개의 실수의 순서조 (x 1 ,x 2,x 3,x 4)는 그림으로

는 나타낼 수 없지만 R4공간의 점을 표시한다고 생각

하는 것은 공간 개념의 자연스러운 확장이라 하겠다.

과제 해결

1. 주어진 직선
x+3
-2

=
y
3
=
z+1
5 에 평행한 벡터를 

찾아라.  

(solve)

symmetric equations에서 평행한 벡터의 각각의 성분

은 분모의 계수와 동일하므로 위 직선에 평행인 벡터는 

다음과 같다.

a = -2 i  + 3 j + 5 z

2. 점 P(4,0,-3)를 지나고 법선벡터 n=(-1,2,-3)
에 수직인 평면의 방정식을 구하라.

(solve)

plane equation은 plane과 normal vector(법선 벡터)

의 dot product 가 0라는 성질을 통해 유도 가능하다.  

유도 방법을 구체적으로 써보면 주어진 P(4,0,-3)점과 

임의의 Q(x,y,z)가 이루는 벡터와 normal vector n 

의 dot product 가 0임을 이용한다는 것이다.

(x-4, y-0, z+3) * (-1, 2, -3) = -(x-4) + 2y 

-3(z+3) = 0

-x+2y-3z+4-9=-x+2y-3z-5=0

따라서 평면의 방정식은 -x+2y-3z-5=0 이다.

* “수학과 언론”과 관련된 뉴스 기사

인터넷 중앙일보에서 읽었던 소수(prime number)와  

관련된 어떤 책에 대한 서평 내용의 일부입니다. 

박경미교수님(홍익대)이 쓰셨습니다..

 <kpark@math.hongik.ac.kr> 

( 출처 : http://www.joins.com 기사 입력시간 : 

                        2002.11.20 16:25  )

[ 요 약 ]

요지는 소수(prime number)는 아름답고 광범위한 응

용 가능성을 지닌 숫자라는 겁니다. 

소수의 정의는 1과 자기 자신의 곱으로 밖에 표현될 

수 없는 수로서 너무도 간결하고 깔끔한 정의임에도 아

직까지 소수를 손쉽게 찾아내는 효과적인 알고리즘은 

없기에 이를 이용하여 슈퍼컴퓨터로도 풀 수 없는 강력

한 암호를 만들어 낼 수 있게 하는 뿌리가 될 수도 있

다고 합니다.

소수는 실생활에서도 손쉽게 발견 할 수 있고 다양한 

현상을 설명할 수 있는데 저자는 소주 병에 대한 재미

있는 예를 제시하고 있습니다. ( 소주 한 병에서 왜 7

잔이 나와야 하는 지와 같은 기발한 질문에도 합리적인 

답을 제시 할 수 있게 합니다. )

저자는 밝히지 않았지만 리처드 도킨스의 “이기적인 유

전자”라는 책에서는 굼벵이(매미 애벌레)가 왜 7년 13

년과 같은 소수(prime number) 주기로 한꺼번에 매미

로 변하게 되는지에 대한 재미있는 설명을 읽어 볼 수 

있습니다.
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강의 내용

1. 벡터공간의 기본개념과 부분공간

2. 일차독립과 일차종속 및 기저와 차원

3. 중간고사 샘플테스트

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 중간고사 대비 및 샘플문제 해결

Introduction of this week

3장에서 다룬 벡터의 합과 스칼라배가 갖는 연산법칙

은 여기에 그치지 않고 수학체계의 일반적인 이론으로

서 수학의 여러 분야에 적용됩니다. 이 장에서는 벡터

공간을 정의하고, 정의를 이용하여 벡터공간의 이론을 

추상적으로 개발할 것입니다. 이러한 접근방법은 추상

적인 현대수학에 대한 최초의 진지한 소개가 될 것입니

다 

 강의 요점 정리

◈ 벡터공간이란 (vector space)?

수학적 구조의 대표적인 예로 임의의 공집합이 아닌 집

합에 두 가지 연산을 정의하고 이렇게 정의한 연산에 

대해 특별한 성질을 만족시키는 구조이다. 

수학의 가장 기본구조이며 정의를 간단히 살펴보면 4

개의 Addition Rule 과 4개의 Scalar Multiplication 

Rule로 이뤄진다.

즉, 총 8개의 연산법칙이 성립할 때, 집합 V를 주어진 

연산에 관한 R상의 벡터공간(vector space)라 하고, 

vector spaceV의 원소를 벡터(vector) 라고 한다.

◈ 부분공간(subspace)

(전체의 일부분이 4A, 4SM을 만족하는 공간)

V 라는 vector space 내부의W 라는 집합이 그 자체

적으로 4개의 A(Addition) Rule과 4개의 SM (Scalar 

Multiplication) Rule을 만족하게 되면 W 를 V 의 부

분공간(subspace)이라 한다. 

◈ 해공간(solution space)

( solution space = null space Ax= 0 )답이 될 가

능성을 지닌 공간

◈ 일차결합(linear combination)

(basis) vector들의 scalar multiplication 형태로서 

x=c 1x1+c2x2+...+cnxn (c 1,c 2,...,cn∈R)

와 같이 표현 되면 이를 일차독립(L.I.)이라 한다.

◈ 생성(span) 한다

특정 vector들의 집합이V 라는 벡터 공간의 모든 벡터

를 일차결합으로 표현 할 능력이 있다면 이는 V 를 

span 하는 것이다.

◈ 선형 독립 (linearly independent)

c1x1+c2x2+...+cnxn=0, (c 1,c 2,...,cn∈R)

◈ 기저(basis)와 차원(dimension)

span 과 linearly independent인 vector set을 

기저(basis)라 한다. 

집합 S가 벡터공간 V의 한 기저일 때, S에 속하는 벡

터의 개수를 V의 차원(dimension)이라 하면 dimV로 

나타낸다.
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게시판을 통한 학생들의 Q/A

선형 독립의 의미에 관하여

등 록 자 : 박 종 빈

등 록 일 : 2003년 04월 20일

선형대수 과목을 배우기 전까지 제가 가지고 있던 독립

에 대한 개념은  막연히 "직교집합이면 서로 독립 하겠

다"  이였습니다. (중략)

하지만 지금까지 저희가 배운 내용에 따르면 지금까지 

"독립"에 대한 예전에 제가 가진 생각은 심각하게 틀렸

다는 것을 또한 전혀 수학적이지 않았음을 깨닫고 있습

니다. 

 "linearly independent"라는 것은 주어진 subset :

 S = {x1 , x2 , x3 } 가 있을 때  셋 중 어느 하나도 다

른 두 벡터의 일차 결합 으로 표현되지 않으면 서로 일

차독립임을 말합니다. 

그렇다면 수학적 정의에 의한 선형독립(linearly 

independent)의 개념을 다음과 같이 비유적으로 생각

해도 좋을 것 같습니다.

M1 : 학교종이 땡땡땡 어서 모이자 선생님이..

M2 : 학교종이 땡땡땡 어서 모이자 선생님이..

M3 : 종료벨이 삐삐삐 어서 파하자 부모님이..

M4 : 학교종이 땡땡땡 어서 모이자 선생님이..   

      학교종이 땡땡땡 어서 모이자 선생님이..

M1, M2, M3는 서로 비슷하지만 미묘한 가사 차이가 

있으므로 서로 독립이지만 “M4는 M1의 가사가 2번 

반복 되므로 이건 종속 된다“라고 말입니다. 그렇게 따

지게 되면 RANK는 3이 되겠죠.

만일 그렇다면 또 다른 재미있는 비유를 생각해 볼 수 

있을 듯 한데요.

너훈아란 가수가 "잡초"란 노래를 표절하더라도 똑같은 

노래가 반복되지만 않고 단 한글자만 틀리게 부른다고 

하면 수학적으로는 독립(lineary independent)이 되겠 

네요 (후략)

[RE] 선형 독립의 의미에 관하여

등 록 자 : 권 향 원

등 록 일 : 2003년 04월 21일

박종빈 선배님의 글을 읽고 저는 선형 독립의 개념을 

언어학 및 경제학, 국가간 무역에 적용하여 볼 수도 있

을 것을 생각해 보았습니다. (후략)

중간고사 대비

◈ S={1,2,3,4}의 치환 (3,1,4,2)이 짝 치환인가? 홀 

치환인가?

(solve)

 주어진 치환 (3,1,4,2)는

* 3을 기준 : {3,1} {3,2} 이 반전 (2개)

* 1을 기준 : 없음 (0개)

* 4를 기준 : {4,2} 이 반전 (1개)

결과적으로 총 3개의 반전이 존재하게 됨 이는 홀치환

을 의미함.

◈ 다음 세 점을 꼭지점으로 갖는 삼각형은 직각 삼각

형임을 보여라.

       P(3,1,2),   Q(7,0,1),   R(2,3,-4)
(solve)

 

직각 삼각형은 피타고라스 정리와 필요충분조건이다. 

이것은 피타고라스 정리가 증명되면 직각 삼각형임이 

증명된다는 것이다. 즉, 증명해 내야만 하는 것은 위 3

개의 점이“피타고라스 정리를 만족하는가” 이다.

즉, “두 변의 길이제곱의 합이 나머지 한 변의 길이 제

곱 합과 같으면 직각 삼각형이다.”란 명제를 증명하는 

작업이 이번 문제의 요지이겠다.

일단 위 세 점으로 생성되는 3개의 변의 길이를 구해 

보면

PQ = sqrt( 16 + 1 + 1 ) = sqrt ( 18 ) = 18

PR = sqrt( 1 + 4 + 36 ) = sqrt ( 41 ) = 41

QR = sqrt( 25 + 9 + 25 ) = sqrt ( 59 ) = 59

위 식을 보면 QR2=PQ2+PR2 = 59 = 18+41 이 되

므로 세 점 P, Q, R은  QR을 빗변으로 하는 직각 삼

각형이 된다.

◈ x=(3,2,-2), y=(1, -1,3)에 대해 외적(cross 

product)을 구하라

(solve)

x× y  = 

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

i j k
3 2 -2
1 -1 3

 = 

(6i -2j -3k) - (2i +9j + 2k) = 4i -11j -5k
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강의 내용

1. 해공간의 기저와 차원

2. Gram-Schmidt의 정규직교화과정 

3. 수학자들과 수학의 역사

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 해공간, 기저와 차원에 관한 문제 해결

2. 기 한 : 2003.04.21 Monday ( 11:00 AM)

Introduction of this week

3장에서 다룬 벡터의 합과 스칼라배가 갖는 연산법칙

은 여기에 그치지 않고 수학체계의 일반적인 이론으로

서 수학의 여러 분야에 적용됩니다. 이 장에서는 벡터

공간을 정의하고, 정의를 이용하여 벡터공간의 이론을 

추상적으로 개발할 것입니다. 이러한 접근방법은 추상

적인 현대수학에 대한 최초의 진지한 소개가 될 것입니

다 

 강의 요점 정리

◈ Basis란

집합 V가 벡터공간일 때 (S⊂ V) 부분 

집합 S가 일차독립이고 S가 V를 span 

하면 S를 V의 기저(basis)라 한다.

◈ 집합 S={x1 , x2 , ... , xn }과 T={y1, 

y2, ... , ym}이 (n 차원) 벡터공간 V의 

기저이면 n=m 이다.

◈ 차원(dimension)

집합 S가 벡터공간 V의 기저일 때, S에 

속하는 벡터의 개수를 V의 차원 

(dimension) 이라 하면 dimV로 

나타낸다.

◈ example

R 3의 벡터 x1=(1, 2, -1), x2=(1, 3, 

1), x3=(2, 0, 0)에 대하여

           
1 1 2
2 3 0

− 1 1 0
 = 10 ≠ 0 이므로 

S={x1 , x2 , x3} 은 일차독립이다. 따라

서 S는 R 3의 기저이다.

◈ 직교집합과 정규직교집합의 차이는?

R n의 벡터 x1 , x2 , ..., xn 에 대하여 

S = { x1, x2, x3, ..., xn   } 이라 하자.

이때, S 의 서로 다른 어느 두벡터도 

모두 직교하면 S 를 직교집합 

(orthogonal set)이라 한다. 

특히, 직교집합 S 에 속하는 벡터가 

모두 단위벡터일 때 S 를 정규직교집합 

(orthonormal set)이라고 한다. 

위 정의로부터 다음이 성립함을 알 수 

있다.

S : 직교집합 ↔ xi xj = 0  (i≠ j)

S : 정규직교집합 ↔ xi xj = 




0 i≠ j
1 i = j
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과제 해결

2. 행렬 

A=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳

1 1 2
4 5 5
5 8 1
4 6 3

의 행공간 Row(A)와 열공간 

Col(A)의 기저와 차원을 각각 구하여라.

(solve) 

주어진 행렬의 Row(A), Col(A)의 basis와 dimension

을 구하기 위해서는 A의 RREF와 [ Row (A) ] 와 

transpose(A)의 RREF를 [ Col(A) ] 구하면 된다. 

Col(A)가 transpose(A)의 RREF인 이유는 증명된 결과

로서 직관을 사용하면 transpose operation에 의해 행

과 열이 교환되는 것을 생각할 수 있다. 이러한 이유에 

의해 각각의 연산을 수행하면 각각의 basis와 차원을 

다음과 같이 구해낼 수 있게 된다.

A = 

     1     1     2

     4     5     5

     5     8     1

     4     6     3

rref( A) =

     1     0     0

     0     1     0

     0     0     1

     0     0     0

Row(A)의 basis : (1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)  3차원

rref( AT) =

     1     0    -7     0

     0     1     3     0

     0     0     0     1

Col(A)의 basis : (1, 0, -7, 0), (0, 1, 3, 0) 2차원

5. 집합 {(1,0,0,-1),(1,2,-1,1),(0,-1,2,0)}이 직교

집합인지 아닌지를 결정하라.

(solve)

직교집합의 필요 충분조건은 vector set 사이의 서로 

다른 어느 두 벡터도 모두 직교하는 집합 이라는 것이

다. 즉 직교집합임을 증명하기 위해서는 모든 2개의 조

합에 대한 scalar product를 수행하고 각각이 모두 0

임이 밝혀지면 되는 것이다. 이를 직접 수행하면

[1,0,0,-1]*[1,2,-1,1]'=1-1=0

[1,0,0,-1]*[0,-1,2,0]'=0

[1,2,-1,1]*[0,-1,2,0]'=-2-2=-4

가능한 3가지 조합 중에서 마지막 한 가지가 0이 아닌 

-4값을 가지므로 직교집합이 아니다.

중간고사 결과분석

◈ 중간고사 모범답안 :

◈ 중간고사 문제 경향 및 소감:

sample test 와 마찬가지로 매우 독창

적인 시험으로,  TRUE, FALSE 문제와 

중요개념의 서술문제 그리고 계산 및 

증명문제가 출제 되었다. 시험 전에 예

상문제를 많이 못 풀어 봤던 것이 큰 

아쉬움이다. 답안은 시험 후 바로 위와 

같이 공지되었다.

◈ 오답체크 :

[TRUE & FALSE 5번 문제]

A가 가역이고 AB = BA이면 

A− 1 B =  B A− 1 이다. [True를 False로 

체크하였다]

(proof)

A가 가역이므로 A A− 1=I  

AB = BA, 

A− 1ABA− 1 = A− 1BA A− 1

BA− 1 = A− 1B

즉 A− 1 B =  B A− 1이 증명됨

DATE:     7주 / 15주 

PAGE: 15페이지 /25페이지 

제 7주 벡터 공간의 기저 및 중간고사 분석 (2)



토론 내용

1. 우리나라의 전통수학 및 앞으로 발전될 수 

있는 첨단 수학을 주제로 하여 자신의 주장 및 

다른 사람의 의견에 자신의 의견 및 반론을 펼

치시오

2. 토론 기간 : 2003/04/21 - 2003/04/28

글쓴이: 권향원, 제출일 2003/04/21

제목 : 한국 전통수학의 올바른 인식

우리나라의 전통수학을 논하는 것은 쉽지 않은 일이다. 

단순히 한국 수학사를 논해야 하는 것인지, 아니면, 의

미 그대로의 "계승, 보전, 혹은 발전"된 전통으로서의 

수학을 논해야 하는 것인지에 대한 개념을 정의하는 것

부터가 쉬운 일이 아니기 때문이다. 우리는 모든 교육

을 서구식으로 받고 있으며, 우리가 받고 있는 교육 속

에서 우리의 전통수학을 토론하는 것은 그 주제부터가 

생경한 일이 아닐 수 없다. 하지만, 서구식의 산법과 

기호체계를 받아들였지만, 우리에게는 계승된 전통으로

서의 수학이 엄연히 존재한다는 것을 이번 조사를 통해 

알 수 있었다. 가령, 우리가 부르는 "방정식"이라는 용

어 하나만 보더라도, 이는 "구장산술"에서 유래된 말로, 

비록 중국에서 전해진 것이지만, 서구적인 수학이전의 

동양적인 수학 그리고 산법이 우리 안에 녹아있음을 보

여준다.

  TV에서 간혹하는, 역사스페셜이라는 방송을 볼 때가 

있다. 그 속에는 얼핏 잘 믿어지지 않을 때도 있는 신

비로운 이야기들이 나온다. 지금은 불타 없어져 버린 

황룡사9층탑이라는 것이 있었는데, 그 광경은 장엄해서 

황룡사 9층탑의 꼭대기에선, 온 경주시내가 다 보였다 

라고 하기도 하고, 아무런 냉매 없이도, 여름에 냉장 

냉동효과를 낼 수 있는 인공동굴을 만들었다고도 한다. 

이전의 토론 자료에서, 최석정, 남병길 등의 수학자에 

관련된 이야기들과, 시대별 수학에 대해 정리되어있는 

자료를 발견할 수도 있었다. "신라 천년, 고려 오백년, 

조선 오백년 등 각 왕조는 긴 세월동안 그 체제를 유지

했다. 반면 중국은 이렇게 오랫동안 간 왕조가 거의 없

었다. 이는 주어진 체계 내에서 가능한 합리적인 정치

를 해왔기 때문이었을 것이고, 공정하고 합리적이지 못

했다면 수많은 왕조가 출현했었을 것이다. 이렇게 공정

하고 합리적인 체제를 유지하기 위해서는 공정한 세법

이 있어야 함은 당연하고, 뛰어난 산학이 있어야 함은 

당연한 일이다." 중국에서 물려받은 산학이지만, 그 발

전적 활용을 통해 전통수학의 우수성을 입증한 예들을 

이와 같이 많고도 많다. (중략)

 조선시대에는 실제로 많은 수학자들이 있었다. 최석정

과 홍정하, 황윤석, 홍대용 등 이외에도 남병철과 남병

길과 이상혁등의 학자들이 나름의 학문을 점하고 있었

던 것이다.  즉, 고대로부터 발전되어온 우리의 선진 산

학이 조선이후로 그 자리는 서구의 산학에 내주었던 것

이다. 그것은 무엇보다. 먼저토론에서의 논점처럼, 한문

을 사용한 학풍 때문이 아니라. 조선시대의 특징적인 

전근대성 때문이 아닌가 한다. 조선시대는 신분제도에 

기반하고 있었으며, 그 신분제도의 한계로 인해서 학문

의 만개를 보지 못한 것이다. 하지만, 사회적인 전근대

성에도 불구하고, 순수학문으로서의 수학 그 자체는 많

은 성과를 이루어냈으며, 동 아시아의 선진문물중의 하

나로 자리매김하였다. 국가적으로 적극 장려된 것이 아

니라, 잡학으로 천시받았던 상황 속에서 이루어진 성과

임에 더욱 놀라울 수 밖에 없다. 

"수학은 개인의 천재성에 크게 영향을 받는다. 그러나 

사회의 묵시적인 승인이 있어야 반영된다. 수학의 전개

형식은 인문주의적이지만, 그 응용에 있어서는 과학 기

술적이다. -데이비드와 허쉬-"

글쓴이: 최만수, 제출일: 2003/04/23

제목 : 잘 읽었습니다.^^

문과 쪽 분이라서 그런지 글을 참 잘 쓰신 것 같

네요. 논지와는 동 떨어지는 이야기일 수도 있겠

지만 하나 짚고 넘어가고 싶어서 이렇게 글을 남

깁니다. 본문 중에(가령, 경영학에서 말하는 효율

성(efficiency)와 효과성(effectiveness)를 부득이 

우리말로 옮긴다면, 그 본어의 의미가 쉽게 파악

이 되는가? 그렇지 않다는 것이 필자의 생각이

다.) 라는 부분이 있는데 , 저도 필자의 의견에 

동의하는 바입니다. 다만 제가 말하고 싶은 것은 

필자가 언급한 efficiency와 

effectiveness의 개념에 대한 이해를 돕기 위한 

것입니다. 물론 서적마다 여러 다른 식으로 표현

되어 있는 경우가 많지만
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제가 배운 것을 인용하자면 efficiency는 능률성

의 개념으로, effectiveness는 유효성의 개념으로 

이해를 해야한다는 것입니다. 이 두가지 유(효)

성,과 능(률)성을 통틀어 효율성이라고 합니다. 

우리가 일반적으로 사용하는 "효율적"이라고 하

는 말은 대개 efiitciency에 치우쳐서 쓰이는 경

우가 많습니다. 여기서 이해를 돕기 위해 한가지 

더 덧붙인다면 effectiveness(유효성)는 방향론 ( 

What to do ), efficiency(능률성)는 방법론 

(How to do ) 과 각각 의미를 더해간다고 할 수 

있습니다.

글의 전체적인 논지와는 관련없는 내용이지만, 

일반적인 개념에 대한 이해를 돕고자 부족하지만 

이렇게 글을 올립니다.

글쓴이: 권향원, 제출일: 2003/04/24

제목: 아 지적해주셔서 감사합니다.

effectiveness, efficiency의 개념은 

branch에 따라서 다르게 설명하고 있는것 

같더군요, 토론이 마감하기 전에라도 한번 

개념을 포괄적으로 정리해서 올리겠습니다. 

답 글 달아주셔서 감사하구요~~ ^^

글쓴이: 이정섭, 제출일: 2003/04/22

제목: 첨단수학?

미래에서는 일반적이고 연속적인 틀을 깨는 방식

의 수학이 도입되어 우리를 지적으로 물질적으로 

성장시켜 줄 것이다

우리가 수학이나 물리학, 화학등의 분야에서 역

사적인 발전을 본때 누군가 새로이 만든것은 없

다고 본다. 

지금 우리가 살고 있는 - 인류가 살기전부터 - 

이 세상은 원래의 그 상태 그대로 이다. 다만 인

간의 능력 한계에 있어 여러 현상들을 설명할수 

없을 뿐이다. 우리가 다루고 있는 모든 학문들은 

실생활에 필요에 의해 만들어 졌다. 고대부터 계

속 내려온 것이다. 그것이 점점 발전하여 지금의 

수학,화학, 물리학 등을 만들었다.  그런데 무엇

을 첨단수학? 이라고 해야 할지 의문이다. (중략)

 우리가 타임머신을 타고 미래에 간다면 그때의 

수학은 당연히 우리의 생각을 깰 것이다. 과거의 

사람이 현재에 와도 동일한 생각을 갖을 것이다. 

어떻게 이런생각을^^ 

 첨단수학을 단지 미래의 어떤 알수 없는 미지의 

어떤수학이라고 말하기에는 곤란하다. 현재 우리

가 다루고 있는 수학을 잘 이용하여 어떤 현상을 

정확히 설명한다면 그것이 첨단수학이 아닐까 생

각해 본다.

글쓴이: 김희경, 제출일: 2003/04/23

제목: 비슷한 의견입니다.

 어떠한 것도 무에서 생겨나는 것은 없습

니다. 반드시 과거의 것을 바탕으로 생겨나

는 것이 우리 문화의 성격이고 과거의 것

을 보완하여 더 나은 것이건 오히려 반대

로 더 떨어진 것이건 간에 과거의 것이 없

으면 현재의 것이 없는것은 당연한 이치라

고 생각합니다. 그렇기에 우리가 지금 논하

고 있는 '첨단수학' 이라는 것 또한 과거의 

역사성을 포함한 시간성을 내재하고 있다

고 봅니다.

글쓴이: 박종빈, 제출일: 2003/04/25

제목: 이런 생각을 해봤습니다. (약간은 다

른의견)

지식의 발전은 소수의 천재들에 기인하는

가 아니면 개미일꾼들과 평범한 인재들의 

노력인가에 대한 저의 결론은 이렇습니다.

획기적인 생각은 중요하지만  획기적인 생

각만을 하는것만이 중요한것은 아니다. 라

고 말입니다.그리고 정말 중요한 것은 수학

과 과학을 대하는 대다수 사람들의 인식이

란 생각입니다. 돈이 되고 기술에 직접 응

용이 되어야만 수학으로서 가치가 있고,  

새롭고 전혀 달라야만 수학으로서 가치가 

있고.. 그건 아니지 않습니까.. 약간 꿈같은 

얘기 일수도 있지만 수학자체가 지닌 아름

다움 같은걸.. 많은 사람들이 느낄 수 있는

게 수학발전에 큰 도움이 될거란 생각입니

다. 

토론 후기

교수님께서 일주일 동안의 토론 자료를 

올려주셨다. 그 기간 동안 원고지 1,500 

여 페이지에 해당하는 생각들이 오고 갔

다는 사실을 발견했다. 여러 명의 생각이 

뭉쳐지면 매우 거대한 시너지 효과를 얻

을 수 있음을 새삼 느낀다.

또한 다양한 전공의 학생들이 모여서 토

론이 이뤄져서 사고의 폭을 한층 더 넓히

는 계기가 되었다고 생각한다. 또한 다른 

사람의 생각과 나의 생각을 비교하면서 

내 생각의 협소함을 깨달았다.
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강의 내용

1. 선형변환의 행렬

2. 매트랩을 이용한 선형변환

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 선형변환 관련 문제 해결

2. 기 한 : 2003.05.06 Tuesday ( 11:00 AM)

Introduction of this week

4장에서 행렬들의 집합이 두개의 연산에 의하여 

벡터공간이라는 대수적 구조체로서 다시 태어나

는 것을 보았습니다. 이 장에서는 임의의 벡터 공

간의 구조를 보존한다는 의미를 갖는 함수인 선

형변환에 관하여 알아봅시다. 또한 -차원 벡터공

간 에서 -차원 벡터공간 로의 선형변환은 행렬 

를 이용하여 나타낼 수 있음을 보이고, 서로의 선

형변환에 대한 기하학적 의미를 살펴볼 것 입니 

다.

 강의 요점 정리

◈ n차원 벡터공간 V와 m차원 벡터공간 W에 

대하여 L:V→W를 y=L(x) (x∈V)로 정의된 

선형변환이라 하고, 

S = { x1, x2, x3, ..., xn   }와T = {y1 , y2,  .., yn   }를  

각각 V와 W의 순서기저라 하자. 그러면 

[y ]T  =A [x ]g이고, 이러한 행렬 A는 유일하게 

존재한다. 

◈ 선형변환

다음 그림은 y=L(x)로 정의된 선형변환 L:V→W
의 A에 의한 행렬표현을 예시하여 준다. 

과제 해결

2. L (x,y)=(x2,x-y), ∀(x,y)∈R2, 

L:R2→R2이 선형변환 아님을 보여라.

(solve)

linear transformation 이 되기 위해서는

(a) L(u+v) = L(u) + L(v) for u and v in V.

(b) L(c*u) = c*L(u) for u in V, and c a real 

number 라는 조건을 만족해야만 한다.

u=[a1, a2]

v=[b1, b2] 라고 하면

L(u+v)=L([a1,a2]+[b1,b2])=L([a1+b1,a2+b2]) = 

[ (a1+b1)
2,(a1+b1)-(a2+b2)]이다. 반면

L(u)+L(v)=L([a 1,a 2])+L([b 1,b 2])

= [ (a 1)
2+(a 1)- (b 1)]+[ (a 2)

2+(a 2)-(b 2)]

 = [ (a1)
2+(a2)

2,(a1)-(b1)+(a2)-(b2)]가 되어

L(u+v) /= L(u)+L(v)으로서 서로 다른 결과

를 갖게 되므로 선형변환이 아니다.

3. 세 점A(1,1),B(-3,0),C(2,-1)로 이루어진 

△ABC의 넓이를 구하여라.  

(solve) 

  
1
2 *

︳

︳

︳︳︳

ꀎ

ꀚ

︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳

1 1 1
1 -3 0
1 2 -1

︳

︳

︳︳︳=
9
2

(다른 해법) 선분AB 와 선분AC를 각각의 vector 

라고 가정하면 두 vector 의 cross product는 두 

개의 선분이 만드는 평행사변형의 넓이가 된다. 

즉 cross product의 1/2는 삼각형의 넓이가 된

다.

AB=[1 + 3, 1, 0] = [4, 1, 0]

AC=[1 - 2, 1 + 1, 0] = [-1, 2, 0]

S=
1
2 *|ABxAC|=

1
2 *

ꀎ

ꀚ

︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳

i j k
4 1 0
-1 2 0

=
1
2 * |(-1-8)k| = 

1
2 * 81 = 9/2
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강의 내용

1. 교유값과 고유벡터

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 고유값과 고유벡터 문제 해결

2. 기 한 : 2003.05.12 Tuesday ( 11:00 AM)

Introduction of this week

고유값을 의미하는 eigenvalue라는 단어는 

Dirac이 명명했다고 알려져 있으며, 

Ax=λx라는 방정식은 양자역학에 등장하는 

고유값문제 H φ=Eφ에서 유래되었는데 이 

방정식을 풀면 파동함수 φ와 에너지의 값 

(에너지 고유값) E를 구할 수 있습니다. 

고유값은 이론적으로도 중요할 뿐만 아니라 

미분방정식의 해, 행렬의 거듭제곱 등을 구할 

때도 이용됩니다. 이 장에서는 행렬의 

고유값과 고유벡터를 알아보고 이 것을 이 

용하여 주어진 행렬을 대각화하는 문제를 

살펴봅니다. 

 강의 요점 정리

◈ rank와 차원의 관계

rank(L) = dim(Im L) , 

nullity(L) = dim(kerL)

rank(L) = dim(imL) = A의 열공간의 차원 = rank(A)

◈ [Rank-Nullity 정리]
(꼭 알아두어야 할 정리입니다.)

차원 벡터공간 V와 임의의 벡터공간 W에 

대하여 L : V → W 이 선형변환일 때, 다음이 

성립한다.

rank(L) + nullity(L) = n

◈ 고유벡터(eigenvalue)
A를 n차의 정사각행렬이라 하자. 0아닌 벡터 x∈

R n
가 적당한 스칼라 λ에 대하여 다음을 만족하

면 λ를 A의 고유값(eigenvalue)이라 하고, x를 λ

에 대응하는 A의 고유벡터(eigenvector)라고 한
다.

Ax=λx (x≠0)

λ를 A의 고유값이라 하면

Ax = λx ⇔ Ax = λ (In (x )) ⇔
(λIn − A )x = 0  이고 또한, x≠0이므로 

동차연립방정식 (λIn − A )x = 0은 0아닌 해를 가

져야 한다. 따라서 
|λIn−A|=0 ... (2)

이 때, 식 (2) 를 A의 특성방정식(characteristic 
equation)이라 하고 |λIn −A| 를 A의 특성다항

식(characteristic polynomial)이라고 한다.

◈ 고유공간(eigenspace)
λ가 n차의 정사각행렬 A의 고유값일 때, 동차연

립방정식 (λIn − A )x = 0의 해공간을 λ에 대응하

는 A의 고유공간(eigenspace)이라고 한다.

과제 해결

* 과제 후기 : 이번과제에서 4번 증명 문제의 경우 나

를 비롯한 많은 학생들이 증명을 잘 못 했었다고 한다. 

행렬 연산은 곱셈에 대한 교환법칙이 성립하지 않는 

등, 일반적인 산술연산과는 다른 점이 많다.

4. 행렬A가 정사각형행렬이며 A 2=A이다. A

의 고유값은 1 또는 0 임을 증명하라.

  증명: A의 고유값은 λ라 하고 λ의 대응하는 

고유벡터는 x라 하자. 그러면

             

Ax=λx  ⇒  A
2
x=A (λ x)=λ

2
x

 A 2=A이므로 A 2x=A x이다. 

따라서 λ2x=λ x  ⇒  (λ2-λ) x=0

 그러므로  (λ 2-λ)=0  ⇒  λ=1 또는 λ=0
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강의 내용

1. 행렬의 대각화

2. 행렬의 대각화를 이용한 인구분석

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 행렬의 대각화 및 인구분석 문제해결

2. 기 한 : 2003.05.19 Tuesday ( 11:00 AM)

Introduction of this week

대칭행렬은 선형대수학을 응용하는 많은 분

야에서 자주 나타난다. 앞절의 대각화를 좀더 

특별한 경우로 정의하여 대칭행렬의 대각화

문제를 다루고, 이러한 대칭행렬의 대각화를 

이용한 인구분석 및 미분방정식의 해를 구하

는 방법에 대하여 알아본다. 

 강의 요점 정리

◈ 대각화 행렬
정 의 : A가 어떤 대각행렬과 닮은행렬일 때 즉, 
적당한 가역행렬 P가 존재하여 P-1AP 가 대각행
렬일 때 A를 대각화 가능한(diagonalizable) 행렬
이라 하며 행렬 P는 A 를 대각화하는 행렬이라고 
한다.

◈ 고유벡터는 일차독립

x1, x2, ...,  xk를  행렬 A Mn의 서로 다른 

고유값 λ1,λ2, ...,λk에 대응 하는 고유벡터라하면 

{x1, x2, ...,  xk} 는 일차독립이다. 

◈ 직교행렬
정사각행렬 A에 대하여 A-1=AT 이면 A를 직교행
렬(orthogonal matrix)이라고 한다.

◈ 직교대각화 행렬
정사각행렬 A에 대하여 A를 대각화하는 직교행
렬 P가 존재할 때 즉, P-1AP=D 또는 PTAP=D
인 직교행렬 P와 대각행렬 D가 존재할 때 A는 
직교대각화가능(orthogonally diagonalizable)하
다고 하며 P는 A를 직교대각화하는 행렬이라 한
다.

◈ 행렬을 통한 인구 분석

n차의 정사각행렬 A가 대각화 가능한 행렬이라면 

임의의 정수 k에 대하여 Ak을 쉽게 구할 수 있

다.  A가 고유값 λ1,λ2, ...,λk에 대응하는 일차독

립인 고유벡터 x1, x2, ...,  xk을 갖는다면 고유 벡터 

x1, x2, ...,  xk을 열벡터로 갖는 가역행렬 P와 대각

행렬 D=diag{λ1,λ2, ...,λk}에 대하여

 P-1AP=D 또는 A=PAP-1

여기서 이

므로 Ak
를 쉽게 구할 수 있다.

과제 해결

[ 야외 수업중 교수님 강의내용 ]

어떤 시스템의 변화 양상을 예측하기 위해서는 

상상을 초월하는 지수승 ( A2003
)형태의 행렬 계

산이 필요하다. 하지만 일반적으로 행렬의 곱셈은 

복잡하다. 이때 행렬의 대각화를 이용하면 컴퓨터

로도 계산량이 많은 행렬계산을 사람의 손으로도 

손쉽게 계산할 수 있게 된다. 

4. 행렬 A=[ ]4 -3
2 -1 에 대하여 A5을 구하라.

(solve)

(idea 1) n차의 정사각 행렬 A에 대하여 f(A)=On이

라는 cayley-hamilton 정리는 다르게 표현하면 “모든 

정사각행렬은 각자의 특성 방정식을 만족한다”는 의미

이다.  수식으로 표현하면 f(λ)=| |A-λI 라는 것이다. 

이를 이용하면 임의의 고차 행렬에 대해서 저차 행렬로 

변환하여 문제를 해결 할 수 있게 된다.

(idea 2) 대각행렬을 이용하여 유도된 다음의 공식을 

이용할 수 있다. Ak=PDkP-1

(방법 1 : 케일리 해밀턴 정리를 이용)

(방법 2 : diagonal matrix에 의한 공식 이용)

결과적으로는 2가지 방법으로 아래와 같이 동일한 결

과를 얻을 수 있다.

즉, A
5
=P D 5P − 1

= [ ]1 3
1 2 [ ]1 5 0

0 2 5 [ ]-2 3
1 -1 =

[ ]94 -93
62 -61
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강의 내용

1. 복소수와 복소내적공간

2. 특수행렬

3. 매트랩을 이용한 복소공간의 차원

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. 복소수, 복소내적 문제 해결

2. 기 한 :2003.05.26 Monday (11:00 AM)

Introduction of this week

실수 행렬도 고유값으로 복소수를 가질 수 

있으므로 복소벡터공간을 이해하여야만 

행렬을 충분히 활용할 수 있다. 복소 벡터 

공간은 실 벡터공간과 매우 유사하지만 

내적을 생각할 때는 좀 더 주의를 해야 한다. 

복소 벡터공간에서는 Schur정리, Jordan 

표준형을 이용하여 주어진 문제를 단순화 할 

수 있다. 그리고 일반적인 행렬을 

대각행렬이나 Jordan 표준형으로 바꾸어 

주면 전체적인 이론의 전개과정이 

단순화되어 같은 결론을 보다 쉽게 얻을 수 

있다.

 강의 요점 정리

◈ 켤레 복소수와 절대값

복소수 z = a + bi에 대하여 복소수 a − bi를 z의 

켤레복소수(conjugate)라 하고 로 나타낸다. 즉, 

z= a−bi

또한, 복소수z= a+ bi의 절대값(modulus) |z|를 

다음과 같이 정의한다. 

|z|=√a 2+b 2

◈ 복소수의 성질 

임의의 복소수 z1  ,  z2에 대하여 다음이 성립한다.

(1) z1+ z2 = z1+ z2

(2) z1z2 = z1+ z2

(3) 
z1
z2
=

z1
z2

(4) z1 = z1

◈ 유클리드 내적

◈ 내적

복소벡터공간 V의 임의의 벡터 u, v, w와 스칼라 

c C에 대하여 다음 조건을 만족하는 V×V에서 

C로의 함수 < , >를 V의 내적 (또는 Hermitian 

내적)이라 한다.

◈ 복소내적공간 (유니타리공간)

내적을 갖는 복소벡터공간을 복소내적공간 

(complex inner product space)  또는 

유니타리공간 (unitary space)이라 한다.  또한, 

영 아닌 복소벡터 u, v에 대하여, <u, v>=0 이면 

u와 v는 직교한다 (orthogonal)고 한다. 

복소내적공간 V의 임의의 벡터 u, v에 대하여 

다음이 성립한다.

 (1)< u,  v > ≤||u|| ||v|| (Cauchy-Schwarz부등식)

 (2)||u+v||≤||u||+||v|| (삼각 부등식)

DATE:     12주 / 15주 
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강의 내용

1. Jordan 표준형

2. 이차형식과 원뿔곡선

3. 수학 학문의 여왕 다시 뜬다

 이번 주 과제 ( Home Work )

1. Jordan 표준형, 이차형식 예제 풀이

2. 기 한 : 2003.06.02 Monday ( 11:00 AM)

 

Introduction of this week

행렬을 기하학과 연결시켜주는 이차형식의 이론

은 앞에서 배운 내적과 고유값에 관련된 문제 뿐

만 아니 라 해석기하학이나 전기공학, 통계학등 

많은 분야에서 이용된다. 특히, 최적화 이론에서

는 필수적인 수단이 된다. 이 절에서는 기하학적 

연결의 도구인 이차형식과 원뿔곡선에 대하여 정

의한다.

n차의 정사각행렬 A가 (1≤t≤n)개의 일차독

립인 고유벡터를 가지면 A는 다음과 같은 행

렬 JA와 (유니타리) 닮음이다. 

JA =

                  

J1
J2

...
Jt

Jk =

                  

Ji 1
J2 1

... 1
Jt

여기서, (1≤k≤t)이고, 이를 A의 고유값에 

대한 λ i에 대한 하나의 Jordan block이라 

부른다. 이때 JA를 A의 Jordan 표준형 

(Jordan canonical form) 이라 한다. 

◈ 이차곡선의 방정식
두 변수 x ,  y를 갖는 이차방정식은 

ax 2 + 2bxy+ cy 2 + dx+ ey+ f = 0  (1)

[x,  y ]
      a b
b c

      x
y  = ax 2 +  2bxy +  cy 2 (2)

을 이차방정식 (1)에 관한 이차형식이라고 한다.

과제 해결

☞ 과제 소감 : 

과제  제어공학에서 Jordan 표준형의 기하학적 의미를 

발견할 수 있었다.

제어 시스템은 일반적으로 상태공간 모델로 표현될 수 

있다. 이때 임의의 상태방정식은 Block Diagram으로 

표현될 수 있다. 이러한 Block Diagram 역시 직렬형, 

병렬형, 혼합형 으로 재구성이 가능하다고 한다. 여기

에 등장하는 병렬형 system Block Diagram의 경우 

Jordan 표준형과 밀접한 관계가 있음을 알게 되었다.

(참조: NISE 3'rd control systems engineering)

1. 이차형식 3x
2
+6xy+5y

2을 xTAx꼴로 나타내라.

(solve)

2차 형식으로 나타내기 위한 간단한 공식을 유도

해 보면 다음과 같다.

ax2+(b+b)xy+cy2 인 2차 형식은 

[ ]x y [ ]a b
b c [ ]XY 와 같이 행렬로 표현할 수 있

고

x 2의 계수는 a

xy의 계수는 2b

y 2의 계수는 c

가 된다.

그러므로 3x 2+6 xy+5 y 2은 

a = 3

2b = 6, 즉 b=3

c = 5 가 된다.

즉 [ ]x y [ ]3 3
3 5 [ ]

x
y 으로 표현할 수 있다.

2. 이차형식 8x2-24xy+5y2 +10x-7y+3을 행렬표

현인 xTAx+Bx+f 로 나타내라.

(solve)

[ ]x y [ ]8 -12
-12 5 [ ]xy + [ ]10 -7 [ ]xy +3

DATE:     13주 / 15주 
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강의 내용

1. 이차형식의 대각화

2. 이차형식의 부호와 극값

3. 재미있는 기하와 극값

이차형식의 소계

행렬을 기하학과 연결시켜주는 이차형식의 

이론은 앞에서 배운 내적과 고유값에 관련된 

문제뿐만 아니 라 해석기하학이나 전기공학, 

통계학등 많은 분야에서 이용된다. 특히, 최

적화 이론에서는 필수적인 수단이 된다. 이 

절에서는 앞 절에서 정의한 이차형식의 대각

화 및 부호, 극 값등을 구한다.

수학적 모델링이란?

고대 그리스에서부터 20세기 중반까지, 과학자들

은 대체로 변수가 적은 문제들을 다루었었다. 후

에는 다변수로 일반화되었지만 뉴턴이나 라이프

니츠의 계산도 하나의 변수만을 다루었었다.  그

래서 계산에서 매우 복잡한 양상을 띄는 연구라 

할지라도 그 연구에 입력되는 자료의 양은 그리 

많지 않았다. 그러나 오늘날의 과학자들은 매우 

커다란 양의 자료를 갖는 문제를 다루어야 할 때

가 있다. 

  현대의 복잡한 시스템을 보여주는 몇 개의 예를 

들면 다음과 같다.

  1. 다양한 자재의 수요와 공급의 상호작용 효과

를 고려하는 경제의 수학적 모델

  2. 각 지방을 연결하는 전화시스템에 순서를 정

하는 문제의 수학적 모델

  3. 수천의 매개변수를 갖는 제트기 주위의 공기

의 흐름을 설명하는 수학적 모델

 이 절에서는 위와 같은 복잡한  문제에 적용하

는 수학적인 기술을 소개하고자 한다. 

 직관적으로도 모델에 입력되는 정보가 많으면 

많을수록 얻어지는 정보의 분석은 정확해진다는 

것을 안다. 그러나, 문제는 이 모든 정보를 어떻

게 다루느냐 하는 것이다. 예를 들면, 공모양의 

물체가 떨어지는 경우에 있어서도 그 물체의 밀

도, 공기의 밀도, 낙하시간등 여러 가지의 변수가 

상호작용하는 것 등의 모든 정황을 고려한 정확

한 모델을 세우기는 쉽지 않다.

  수학적 모델이란 현실 세계의 문제를 표현하는 

수학적 공식이다. 또, 모델링하는 과정에서는 주

어진 문제의 성질중 주요 변수만을 선택하여 수

식화하므로, 우리가 만든 모델은 모델링하려는 시

스템을 완전히 표현하지는 못하더라도 원래 문제

가 가졌던 중요한 성질은 갖고 있어야 한다. 즉, 

주어진 문제에 대한 답을 구할 수 있을 정도로 

원래의 현상을 잘 설명할 수 있어야 한다. 더구

나, 이 답을 구하는 과정이 우리가 배운 지식으로 

쉽게 해결할 수 있어야한다. 이를 만족하는 최선

의 방법이 선형 수학적 모델이다.

수업중 Q/A

선형대수에서는 왜 linear만을 다룹니까?

수학적 모델링에서 선형모델을 주로 

사용하는 이유를 서술하면 다음과 같습니다.

1. 비선형 연립방정식을 풀 수 있는 일반적인 

이론은 없으나 연립일차방정식을 풀 수 있는 

일반적인 이론은 있습니다.

2. 여러 개의 변수를 가진 비선형방정식으로 

표현된 식을 통해서는 실제현상을 이해하기 

어렵습니다.

3. 비선형 연립방정식은 계수의 작은 변화에도 

전체에 큰 변화를 가져오므로 안정적인 시스템을 

갖기 어렵습니다.

4. 모든 비선형 현상들도 작은 간격으로 끊어 

보면 거의 선형입니다. 복잡한 곡선들은 여러 

개의 짧은 직선의 모임입니다.

이러한 이유 때문에 선형 연립방정식은 물리학, 

경제학, 통계학 등 다양한 분야에서 수학적 

문제를 해결하는 기본적인 도구가 됩니다.

DATE:    14,15주 / 15주 
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제 14, 15주 이차형식 및 수학적 모델링 



 

프로젝트 독려를 위한 교수님 편지 내용
우선  학생은 우선 아래의 예를 참고하세요!  -읽어

보는 것만으로도 도움이 될 것입니다.

그리고 그 중에 또는 그런 식으로 한번 작은 과제라

도 한번 나름대로 리뷰 또는 연구 해 보면 됩니다.-

그래서 최소한 본인의 노력이 다른 학생에게 도움이 

될 보고서 제작하여 제출  - 수고 한 만큼의 보상은 

보장합니다. 주제가 좋고 잘 한 것은 내가 수정 보완

을 도와주어 쓸만한 자료로 같이  만들어 공유 할 수

도 있습니다. 

http://matrix.skku.ac.kr/sglee/Projects.htm

http://online.redwoods.cc.ca.us/instruct/darnold/la

proj/

 -- 본인의 생각은 (외국에서 이미 시작된 PBL 학

습)  이런 실질적인 프로젝트 경험이 우리가 배우는 

지식이 사장되지 않고 왜 배우는지를 이해하고 나중

에도 실제로 사용되는 지식으로 만드는 방법이 된답

니다. 그리고 이것이 우리가 세계를 리드하는 선진국

이 되는 유일한 방법이고요!  -- 이상구교수

* 서 론

나는 나름대로 Project 주제를 찾게 되었고 이상구 교수

님 홈페이지에 링크된 "뷰티플 마인드"페이지에서 "black 

and white(blackout)" 게임을 발견 하였다. 

그리고 이 게임을 수학적으로 해석할 수 있는 방법을 찾

게 되었다.

http://math.skku.ac.kr/~sglee/

http://www.cjent.co.kr/beautifulmind/

* rule : 규칙은 다음과 같이 간단하다. 3x3 바둑판에 바 

둑알 9개가 있다. 게임의 목적은 바둑알 9개 모두를 아래

의 2가지 경우와 같이 같은 색으로 만드는 것이다. 이 때

의 유일한 제약은 바둑알을 클릭하면 주변 이웃하는 바둑

알들이 함께 토글 된다는 점이다.

* 본 론 :  내가 궁금했던 것(증명하고 싶었던 것 )

바둑알이 뒤집힌 초기의 패턴에 따라서 답이 있는 문제와 

답이 없는 문제가 있을까? 그것을 수학적으로 증명할 수 

있을까?  즉 CJ entertainment 홈페이지 관리자가 우리

를 농락하는 초기조건을 (영원히 이길 수 없는 문제) 제시

할 수 있을까? 아니면 이 문제는 어떠한 초기조건에 의해

서도 반드시 답이 존재하는 그런 부류의 문제일까? 만약 

그러하다면 증명은 가능한가?

* 증명의 핵심 아이디어 

바둑알을 클릭한다는 것은 행렬로서 표현이 가능하고 각

각의 행렬이 linearly independent 이고 span 한다면 해

결 가능한 문제가 될 것이다.

* 결 론

나는 다음의 알고리즘을 발견하였다. 

1. 주어진 바둑알 Matrix를 이용하여 행렬 Z를 만든다.

2. 아래의 공식에 대입하여 풀면 게임을 끝낼 수 있는 최

소수의 방법을 얻게 된다.

A=inverse(K)*Z*(-7)  % 2

= ik * 7 * 

1, 2, 3
4, 5, 6
7, 8, 9

z z z
z z z
z z z

 
 
 
    % 2 

( 단 , %2 는 moduler operation )

K=[  1 1 0 1 0 0 0 0 0;

        1 1 1 0 1 0 0 0 0;

        0 1 1 0 0 1 0 0 0;        

        1 0 0 1 1 0 1 0 0;

        0 1 0 1 1 1 0 1 0;

        0 0 1 0 1 1 0 0 1;        

        0 0 0 1 0 0 1 1 0;

        0 0 0 0 1 0 1 1 1;

        0 0 0 0 0 1 0 1 1];

A=[ a, b, c, d, e, f, g, h, i ]

Z=[ 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1 ] ...

(이 내용은 교수님의 도움을 받아 논문화 시키고 있다.)
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선형 대수 프로젝트 (Black Out 게임의 Basis에 의한 해석)



2003년 1학기 우리 강의실에는 무려 677건 이상의 열띤 질문과 답변이 있었다.◉

이번 선형대수학 수업 동안에 각종 개념들에 대해 많은 사색과 고민이 있었습니

다. 그 중에 개인적으로 선형대수 학습에 있어 일종의 전환기가 되었던 내용이 

있습니다. 바로 "독립(linearly independent)"이라는 개념입니다.

예전에는 독립한다는 것은 홀로 살아갈 수 있는 것 이라고 느껴왔었죠.

      "니 없어도 나 혼자 살수 있어... " 이런 식이었습니다.

하지만 수학에 등장하는 독립의 개념은 사람들이 생각하는 그것보다 훨씬 더 현

명하다는 것을 알게 되었습니다. 

"너랑 나랑은 이거 이거가 똑같다. 너도 말을 하고, 나도 말을 하고, 너도 달리

기를 잘하고 나도 그렇고, 하지만 난 음치인데 넌 노래를 잘 부르지.  반면 난 

너보다 시를 잘 쓰지. 그래서 너랑 나랑은 서로 독립인 거야, 즉 너와 나는 상호 

보완적인 존재이고 그러하기에 인간이라는 사회 공간(vector space)의 Basis가 

될 수 있는 것이지." 즉, 수학에서의 독립의 개념은 남들과는 다른 자신만의 색

깔이 있다면, 개개인이 특별한 존재가 될 수 있는 거라고 말하고 있었습니다.

딱딱할 수도 있는 수학(선형대수) 수업 속에서 이러한 다양한 생각을 할 수 있

었고, 때문에 재미있게 공부할 수 있었던 이유는 바로 토론식 수업, 그리고 모든 

학생들이 함께 수업에 참여하였기 때문이라고 생각됩니다. 그리고 앞으로 어떤 

공부나 연구를 수행하게 되든지 나의 생각을 똑똑히 말이나 글로 표현할 수 있

고 다른 사람의 의견 및 생각에 귀 기울일 수 있는 자세가 필요하다는 것도 새

삼 되새기게 되었습니다. 그래서 대학 강의실은 이래야 한다고 생각했던 2003년 

1학기 우리의 선형대수학 강의실을 꼭 여러분에게 보여주고 싶었습니다.     ♣

DATE      
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